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Chaines de Markov : modélisation et contréle des stocks.
Francois-Xavier Vialard

Introduction : Dans le cadre de la modélisation de la gestion des stocks, on
étudie le modéle & une période de temps, brique élémentaire pour étudier le
modéle dynamique, et aborder le controle des chaines de Markov. On s’intéresse
au probléme du gestionnaire de stock d’un seul type d’article rattaché & un
commerce, le gestionnaire doit maximiser une fonction de gain : les actions
stocker, passer commande et ne pas satisfaire la demande du client ont chacune
un cott, les recettes proviennent de la vente d’articles.

1 Modéle a une période de temps

Le gestionnaire du stock fait face a trois type de coiit :
— Cott (unitaire) de stockage pour les invendus : Cs.
— Coitit de passation de commande : (indépendant du volume, imputable &
des cotits administratifs) : C.
— Coitt unitaire d’approvisionnement : C..
— Cott unitaire de rupture de stock si la demande de clients ne peut étre
satisfaite : C.
Le gestionnaire ne connait pas la demande a ’avance, il est donc naturel de la
représenter par une variable aléatoire entiére ou réelle, notée D. On suppose
que ’espérance de la demande est finie. De plus, on suppose que si la demande
n’est pas servie immédiatement, la demande ne se cumule pas d’une période a
Pautre. (Par exemple, le client va se fournir ailleurs.)

Question 1: On suppose que le gestionnaire du stock constate un stock initial
So avant le début de période et qu’il peut commander une quantité A variable
de produits. A l'issue de la periode de vente, le gestionnaire constate son stock et
son nombre de ventes manquées, et calcule son coiit en fonction de ces quantités.

1. Quel est le colt exprimé en fonction des données pour le gestionnaire ?

2. Quelle est la stratégie optimale (optimisation de la quantité commandée)
du gestionnaire du stock? (On exprimera sa stratégie en fonction de la
fonction de répartition F' de la demande et des données.)

Remarque 1 Le coit de stockage peut étre négatif. Expliquer pourquoi I’hypo-
thése C,. < C. semble absurde du point de vue de la modélisation, et qu’en est-il
pour le résultat analytique.

Question 2:

1. Comment modéliser la loi de la demande D 7 (on considérera la population
des acheteurs comme un grand nombre d’intervenants indépendants.)

2. Simuler ces lois & partir de la fonction rand sous matlab. Implémenter une
simulation de la loi de Poisson aprés avoir montré que :

Y = min{n > 0| HXi <exp(—A)},

=0
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suit une loi de Poisson de paramétre A si les variables X; sont uniformes
sur [0, 1].

3. Application numérique : Dans le cas ou la demande est modélisée par
une loi de poisson de paramétre A = 50, que doit faire le gestionnaire si
So =30, Cs = 0.05, C. = 0.05, Cr = 0.2, C; = 0.57 A partir de quel
niveau de stock le gestionnaire a-t-il intérét de commander ?

2 Modéle & N périodes de temps

On suppose maintenant que le gestionnaire a la possibilité de commander ou
non une quantité . qui est fixée par le distributeur. Chaque mois, la demande
est une réalisation de D indépendante de ’ensemble des réalisations des mois
précédents. Cette livraison a un cott fixe C.. On va répondre dans la suite &
la question : quelle est la stratégie optimale du gestionnaire, sachant qu’il part
d’un stock initial gg ? on note p le facteur d’actualisation du numeéraire : ie 1
euro & l'instant n vaut p™ a l'instant initial.

Notons ¢; la quantité "virtuelle" (cette quantité peut étre négative si la demande

est forte) de produit en stock a linstant ¢. Le stock "réel" a linstant ¢ est la
partie positive de ¢;. On a I’équation suivante :

qir1 = (qi)+ + decision(t)\ — Dyyq,

avec decision(t) est 1 si le gestionnnaire se fait livrer et 0 8’il refuse la livraison.
Cette décision se prend en fonction des événements antérieurs & ¢ et a l'instant
t. Le gestionnaire n’a pas d’information sur I’avenir & l'instant ¢.

Question 3: Implémentation de stratégies simples :

1. Vérifier que le cott total moyen pour le gestionnaire sur N périodes de
temps s’écrit :

N-1

E[Z pl(cray + csqiyy + decision(t)C.)].
t—

2. On considére une variable V' de loi de Poisson de paramétre A que I'on

"tronque" & 2\, on pose D =V A 2. La demande D est alors & support
fini. Le gestionnaire choisit la stratégie suivante : passage de commande
lorsque le stock passe sous une barriére g,.,-
Se donner une valeur de ¢, et étudier cette chaine de Markov (irréduc-
tibilité et récurrence) dont les états sont les niveaux de stock. Estimer
par une méthode de Monte-Carlo la probabilité invariante. (On peut la
retrouver en utilisant une fonction déterminant le vecteur propre associée
a la matrice de transition. (Pour Matlab : eig).)

3. On suppose p = 1 et N = 10. Proposer une méthode pour optimiser
le paramétre g,,;,. Pour une loi de Poisson tronquée & 2\ = 100, et les
paramétres Sy = 30, Q. = 52, Cs = 0.05, C, = 0.2, C. = 1, donner le
Qmin Optimal.

Stratégie optimale et contréle de la chaine de Markov



ENS CACHAN Préparation & ’agrégation

On appelle stratégie du gestionnaire toute suite de décision (commande ou non)
qui dépend uniquement des états antérieurs du systéme; naturellement une
stratégie optimale pour le gestionnaire est une stratégie qui minimise le coat de
la question 3.

Question 4:

1. A laide de la question 1 et en observant que la décision optimale & I’étape
n ne dépend que de I’état n — 1, montrer que la stratégie optimale existe
et est Markovienne au sens ou elle ne dépend pas des états strictement
antérieurs a la décision. Donner une formule de récurrence qui permet de
calculer ’espérance du coft.

2. Implémenter un calcul de la stratégie optimale et commenter les résultats
pour les valeurs numériques précédentes.
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