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1. CE QUE TOUS LES ENFANTS SAVENT.

On suppose qu'un signal f(t) ne contienne pas de fré-
quences dépassant w. Cette fréquence w est appelée la
fréquence de coupure.

Alors il suffit d’échantillonner f(t) sur une grille hZ,
0 < h < 7/w, pour reconstruire f de fagon exacte a
partir des f(hj), 7 € Z.

Si 0 < h < m/w, on a suréchantillonné (on a fait trop
de mesures). Le cas h = 7w /w est celui de I'échantillonnage
critique de Shannon.

Si h > 7/w, le sous-échantillonnage introduit un arte-
fact appelé “aliasing”.

Un exemple d’aliasing est fourni par certains westerns
ou, lors d'une poursuite par les Indiens, les roues de la
diligence semblent tourner lentement en sens contraire.
La cadence d’échantillonnage est de 24 images par sec-
onde: elle est insuffisante parce que les roues tournent
trop vite.

Que fait-on si les fréquences & contenues dans f vérifient
0 < wy < [€] <wi? Le théoreme de Shannon ne permet
pas de prendre en compte wy et nous impose la méme
cadence d’échantillonnage que si I'on avait [£] < wy.



2. ECHANTILLONNAGE STABLE

La transformée de Fourier d’une fonction f € L*(R")
est définie par

A

f&)= [ ewl-iz-g)f(w)ds

Si K est une partie compacte de R", nous écrirons
f € Eg sila transformée de Fourier f de f € L*(R")
est nulle hors de K.

Nous étudierons 'échantillonnage irrégulier sur un en-
semble A C R"” de points vérifiant

AN=XN|>8>0, xe A, NeAX£EN (1)

Définition 1. Un ensemble A C R" est un ensem-
ble d’échantillonnage stable pour Ex s’il exriste une
constante C' telle que, pour tout f € Ex on ait

A< CY [FVP (2)
AEA

Si cette propriété a lieu, il existe une famille ¢y, A € A,
de fonctions appartenant a E telles que, pour toute
fonction f € Eg, on ait

fl) =Y f(Noa(z) (3)

AEA



3. H.J. LANDAU

La suite f(A), A € A, est de carré sommable et la série
(3) converge dans L*(R"). Attention! Les fonctions ¢,
dépendent de A et de K.

Apres avoir énoncé la condition nécessaire due a H.J.
Landau (Bell Labs, Murray Hill) pour avoir (2), nous
étudierons trois problemes, notés (A), (B) et (C).

La condition nécessaire suivante a été découverte par
H.J. Landau.

Théoreme 3.1. Si A est un ensemble d’échantillon-
nage stable pour Ey, alors on a nécessairement

dens A > (2m)™"| K| (4)

Cette condition nécessaire portant sur la densité infé-
rieure de A n’est évidemmment pas suffisante. Pour cal-
culer la densité inférieure on procede comme suit. Si
B(x, R) est laboule de centre x et de rayon R, on compte
le nombre de points de B(x, R) N A et 'on en prend la
borne inférieure N(R) en x € R™. On divise N(R) par
le volume de B(x, R) et 'on prend la borne inférieure de
ce quotient quand R tend vers l'infini.



4. LE PAVAGE HEXAGONAL SERA BATTU

Lorsque A est une matrice inversible n x n et que
A =T = A(Z") est un sous-groupe discret de R", alors
la condition nécessaire et suffisante pour que A soit un
ensemble d’échantillonnage stable pour Ex est que pour
tout y # 0 appartenant au réseau dual I'* de I" on ait
K N (K +y)| =0. Le réseau dual de T" est défini par
™ ={y; expliz-y) =1,z €T}

Cette condition est beaucoup plus forte que celle por-
tant sur la densité de A.

Si K est donné, on cherchera un ensemble d’échantil-
lonnage stable A ayant une densité minimale (ce qui re-
vient a faire le moins possible de mesures). Ce probleme
devient alors celui des pavages les plus denses possible
du plan ou de l'espace par des translatés de K. Si par
exemple n = 2 et si K est un disque de centre 0 et de
rayon R, alors I'échantillonnage optimal sur un réseau
des fonctions de Ex est fourni par \lﬁ réseall hexagonal.

2;5}%2. Nous verrons

que 'on peut descendre jusqu’a ﬁRQ.

La densité du réseau optimal est

Si maintenant K est la couronne 1 — ¢ < |z| < 1,
alors I’échantillonnage optimal sur un réseau des fonc-
tions f € Ex est fourni par le réseau hexagonal de den-
sité % alors que l'on peut, grace a un échantillonnage
irrégulier, descendre jusqu’a € /27 comme nous le mon-

trerons (théoreme 6.1).



5. TROIS PROBLEMES

Voici les trois problemes que nous étudierons dans le
cadre de I’échantillonnage irrégulier.

Probleme A. Le compact K C R" est donné et I'on
cherche a échantillonner de la facon la plus économique
possible les fonctions f € Ek. Il s’agit donc de faire le
moins possible de mesures pour récupérer f. En d’autres
termes, on veut que la densité d’échantillonnage soit min-
imale. La densité minimale est (2m)7"| K.

Probleme B. L’ensemble A C R" est donné et 'on
cherche a savoir si A peut étre utilisé pour échantillonner
toutes fonctions de tous les espaces Ei sous la seule
condition que la mesure du compact K soit inférieure a

(2m)"dens A.

Probleme C. L’ensemble A est donné tandis que
K et f € Eg sont inconnus. On sait seulement que la
mesure de K est inférieure & 1(2m)"dens A et 'on veut
retrouver f et K a partir des données a(A) = f(A), X €
A. Cela revient a recontruire une fonction f, portée par
un ensemble inconnu mais de petite mesure, a 'aide de
quelques-uns de ses coefficients de Fourier.

Nous verrons que ces trois problemes admettent des
solutions différentes.



6. SOLUTION DU PREMIER PROBLEME.

Nous nous proposons de démontrer le théoreme suiv-
ant:

Théoreme 6.1. Pour tout compact K C R" et tout
e positif, il existe un réseau I' C R" et un ensem-
ble fini I C R" tels que l'ensemble A = T" + F ait
les deux propriétés suivantes: (a) la densité de A est
inférieure a (2m) " K|+ € et (b) A est un ensemble
d’échantillonnage stable pour Ey.

En dimension 1 la construction de A repose sur une
variante simple d'un théoreme du a Terence Tao. Soit p
un nombre premier et soit I, le corps fini a p éléments.
La transformée de Fourier d'une fonction f définie sur
IF, est

fiy=">_ exp(2nikl/p)f(k) (5)

0<k<p—1

Si E C F,, nous désignerons par I3 I'espace vectoriel
des f € I*(F,) qui sont nulles hors de F et par [*(F)
Pespace des restrictions & F des f € [*(F,). Alors le
théoreme de Tao nous dit que, pour deux parties £ et F’
de IF,, ayant le meéme nombre d’¢léments, 'application 7" :

12, — [2(F) définie par T(f) = f|r est un isomorphisme.
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6.1. Une variante simple du théoreme de Tao.
Observons que cet énoncé est immédiatement faux si I,
est remplacé par Z/NZ et si N n’est pas un nombre pre-
mier. Il existe cependant des versions faibles du théoreme
de Tao ot F, est remplacé par Z/NZ et ou le choix de
I'ensemble F' dépend de celui de E. Voici la version que
nous utiliserons.

Lemme 6.1. Si E C Z/NZ, désignons par q le nom-
bre d’éléments de E et posons F' ={0,1,--- ,q—1}.
Alors 1l existe une constante 3 = B, n > 0 telle que,
pour toute suite c(k), k € E, on ait

D 1> clkyexpmikm/N)[P 2 8 le(k)[*  (6)

La preuve du lemme 6.1 se ramene au calcul du déterminant
de la matrice A = ((exp(2mikm/N)))ker, 0<m<q—1. Clest
un déterminant de van der Monde qui est non nul.

Revenons a la preuve du théoreme 6.1. Nous pou-
vons supposer K C [0, 27| et ensuite remplacer K par
K’ D K de sorte que K’ soit une réunion de ¢ inter-
valles et vérifie |K'| < |K| + . Si 'entier N est suff-
isamment grand, nous pouvons meme supposer que les
extrémités des ¢ intervalles composant K’ soient de la
forme 27£, 0 < k < N. On a donc |K'| = 274 et I'on
écrira désormais K au lieu de K.

Tout se ramene a prouver ce qui suit.



6.2. Une base de Riesz de Ey.

Proposition 6.1. Soit £ C {0,---,N — 1}, q =
Card E et soit K C [0,27] la réunion des q inter-
valles 2k /N, 2(k + 1)7/N|, k € E. On pose alors

A=NZ+1{0,....,q—1} (7)

Soit ¢(x) la transformée de Fourier inverse de la
fonction indicatrice de K. Les ¢(x — \), X € A, for-
ment alors une base de Riesz de E.

Corollaire 6.1. Avec les notations de la Proposition

6.1, A\ est un ensemble d’échantillonnage stable pour
Ey.

Démontrons le corollaire. La transformée de Fourier
d’une fonction f € E s'écrit

F&) =" fu(NE — 2kn) (8)

keE
ot chaque fj, est portée par [0, 27r]. On a donc
1 .
fl@) =+ keZE fr(@/N)exp(2mikz/N)  (9)

Pour démontrer le corollaire, on doit donc montrer que
le nombre o défini par

SN IS Al +m/N)exp(2mikm/N) [P (10)

leZ 0<m<q—1 keFk

dépasse S|/ f|3.
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On commence, pour chaque m fixé, par calculer la
somme en [ € Z en utilisant le lemme suivant.

Lemme 6.2. 57 la transformée de Fourier de g est
portée par un wntervalle I de longueur 2w, alors la

somme
o) = Y Jgll + o) (1)
leZ
ne dépend pas de o € [0,1] et vaut ||g||3-

Le lemme 6.2 est appliqué a la fonction auxiliaire g(x) =
Y wep Ju(x) exp(2mikm/N) et permet de ramener le cal-
cul de o a l'expression plus simple suivante

o= S:{ S: \S:fk(l) exp(ZWikm/N)IQ} (12)

leZ 0<m<q—1 keF

Puisque |E| = ¢, on peut appliquer (pour tout [ fixé) le
lemme 6.1 a la somme en m et 'on obtient

o2 6y > 1ADF =BIfl3 (13)
I€Z keE
La preuve du théoreme 6.1 en dimension quelconque

repose sur une autre variante du théoreme de Tao.

Lemme 6.3. Pour toute partie E de (Z/NZ)", il ex-
iste une partie F' C (Z/NZ)" de méme cardinalité et
telle que la matrice A = ((exp(2mik -1/N))repicr Soit
inversible.

La preuve du lemme 6.3 s’obtient assez facilement par
récurrence sur le cardinal ¢ de E et sera détaillée dans
I'appendice.
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Passons a la preuve du théoreme 6.1 en dimension
quelconque. On suppose que K est inclus dans [0, 27]"
et I'on recouvre K par les cubes 2k;7/N < z; <
2(k; + )m/N|, 7 = 1,2, ...,n, k € E, ou N est as-
sez grand pour que la somme des mesures de ces petits
cubes ne dépasse pas |K| + €.

On remplace alors K par cette réunion de cubes, réunion
qui sera encore notée K. L’ensemble F est maintenant
fixé et on lui associe F' par le lemme 6.3. On pose alors

AN=NZ"+F (14)

On décompose ensuite une fonction f € Ex en une
somme

F(a) = 7 3 fulee/N)exp(2mik -2/N)  (15)

ou les transformées de Fourier des fonctions f; sont portées
par le cube [0, 27|". La suite du calcul s’effectue comme
dans le cas de la dimension 1 en utilisant le lemme suiv-
ant.

Lemme 6.4. 57 la transformée de Fourier de g €
L*(R"™) est portée par le cube |0,2m]", alors la somme

cla)=) lgl+a) (16)

lezm

ne dépend pas de o € [0,1]" et vaut ||g||3.
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7. UNIVERSAL SAMPLING SETS

Dans “A universal sampling of band-limited signals”,
C.R. Math. Acad. Sci. Paris 342 (2006) 927-931,
A. Olevskii et A. Ulanovskii ont posé le probleme de ne
plus faire dépendre I'ensemble A du compact K. Il s’agit
maintenant de construire une ensemble d’échantillonnage
A qui convienne chaque fois que la mesure |K| de K
vérifie | K| < (2m)"dens A. C’est notre probleme B. Le
théoreme 6.1 ne permet pas de résoudre le probleme B.
En effet on a

Lemme 7.1. Soit A =Z + F ou F' est un ensemble
fini. Alors pour tout o > 0, il existe un compact K
de mesure inférieure a o et fonction f € Ei qui est
nulle sur \ sans étre identiquement nulle.

La preuve est immeédiate. Nous construisons la trans-
formée de Fourier de f. On suppose que

F={x,...,2,}
et 'on part de la mesure atomique
0'20'1*0'2...*0'q

ol 0; = €918y — dy.. Le choix de la phase ¢; = 21z,
permet d’avoir 0;(k + x;) =0, k € Z. Des lors

ag(A) =0, A€ A.

Il suffit de remplacer o par o % g ou g est continue et
supportée par [—a2~?, a/274] pour conclure. Le cas A =
aZi+ F, a > 0, s’en déduit aussitot.
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7.1. L’échantillonnage aléatoire. Richard Bass et
Karlheinz Grochenig ont démontré le résultat remarquable
suivant

Théoreme 7.1. Soitr;, j € Z, des variables aléatoires
indépendantes équiréparties sur [0,1]. Alors presque
sturement [’ensemble aléatoire

AN={\=j+r;,jel}

n’est pas un ensemble d’échantillonnage stable.

Plus précisément, pour tout o > 0 on forme K =
|[—a,a] U 21 — o, 2m + a. Il existe alors une suite f;
de fonctions de Ef telles que l'on ait || fil|s = 1 tan-
dis que >, x| fi(A)]? — 0, j — oo. Nous montrerons
qu’en rempacant les variables aléatoires r; par une suite
équirépartie, de fagon bien plus réguliere, dans [0, 1] on
obtient un ensemble d’échantillonnage stable.
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8. LES QUASICRISTAUX

Les quasicristaux simples seront définis apres 1’énoncé
du théoreme 8.1. Mais voici deux exemples en dimension
1.

On appelle {x} € [0, 1) la partie fractionnaire du nom-
breréel x = k+{z}, k € Z. Alors le premier exemple est
A = {k + {kv2}, k € Z}. On notera la forte ressem-
blance avec 'ensemble aléatoire de Grochenig. L’équi-
distribution est rempacée par 1’équirépartition. La den-
sité de A est alors égale a 1. Le second exemple dépend
du parametre a > 0 et est défini par

A={A=m+nV2, meZ ncZ |m-nV/2 <al.

La densité de A est a//2. Cette densité peut étre choisie
aussi faible que 'on souhaite et cependant A peut étre
utilisé pour échantillonner toutes les sommes trigonomé-
triques f(t) = Ziv ci. cos(wit + @), quelles que soient
les fréquences wq, - -+, wy.

Le théoreme suivant est démontré dans une note aux

CRAS, intitulée “Quasicrystals are sets of stable sam-
pling” et parue en 2008, vol. 346, pp 1235-1238.

Théoreme 8.1. Soit A C R" un quasicristal sim-
ple. Alors A est un ensemble d’échantillonnage stable
pour Ex des que le compact K C R" vérifie |K| <
(27)"dens A.
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8.1. Les quasicristaux simples. Nous définissons main-
tenant un quasicristal simple.

Soit I' € R" x R™ un réseau. Pour tout (z,t) €
R™ x R™ écrivons py(x,t) = x, po(x,t) = t. Sup-
posons que pp restreint a I' soit une application injec-
tive d'image pi(I") = I';. On fait la méme hypothese
sur py. Supposons de plus que pi(I') est dense dans R"
et que po(I") est dense dans R™. Le réseau dual de I’
est noté I'* et est défini comme I'ensemble des x tels
que x -y € 2nZ,x € 'y e I'". Siy = (x,t) € T
nous écrirons t = #,{ = x. Observons que ¢ est alors
déterminé de fagon unique par x. La meéme notation
sera utilisée pour les deux coordonnées de v* € ™.

Définition 2. Soit () C R™ un ensemble compact.
Alors le quasicristal Ag C R" est défini par

Ag={pi(7);7v €T, pa7) € Q}.

Un quasicristal est simple sim =1 et Q = [—a/2, a/2]
pour un certain o > 0.
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9. LE TROISIEME PROBLEME

Ceci nous conduit a une solution du troisieme probleme.
Nous montrerons d’abord I'unicité de la solution. Nous
fournirons ensuite un algorithme permettant de recon-
struire f.

9.1. Unicité. Désormais K et f sont inconnus tandis
que A est donné. On sait cependant que f € Ex et que

1
K| < 5(2#)”dens A.

Alors f est déterminée de facon unique par son échantillon-
nage sur A. En effet, si fi et fy coincident sur A, on
posera f = fi—foetl'onaura f = 0sur A. Mais la trans-
formée de Fourier de f est portée par la réunion K =
K7 U K5 dont la mesure ne dépasse pas | K| + |Ks| <
(2m)"dens A. Le théoreme 8.1 s’applique a K et A et per-
met de conclure. Tout ceci s’écroulerait si 'on rempacait
|K| < 3(2m)"dens A par |K| < 3(2m)"dens A + ¢ pour
un € > 0.
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9.2. Reconstruire. Comment reconstruire f sans
connaitre le support K de sa transformée de Fourier?

C’est ici que 'on s’inspire de compressed sensing d’Em-
manuel Candes. On prendra le probleme a ’envers et 'on
cherchera a recontruire une fonction f, portée par un
ensemble de petite mesure, a l'aide de quelques-uns
de ses coefficients de Fourier.

Soit A un quasicristal simple de densité d. Pour tout
B > 0, soit M la collection des fonctions f € L*(R")
dont le support est inclus dans un ensemble compact K

(dépendant de f) de mesure ne dépassant pas (3.

On a alors

Théoreme 9.1. Si f > 0 appartient a Mg avec
0<fB<(2m)"d/2

alors [ est déterminée de fagon unique par ’échantil-
lonnage f(A), A € A, sur A de sa transformée de
Fourier et f coincide avec la solution unique du pro-
bleme variationnel suivant

inf{||ull1;u e LYR™), a(A) = f(\), X e A}
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10. PREUVE DU LEMME 6.4

La preuve s’obtient par récurrence sur le cardinal ¢ de
E et F. Si g =1, le résultat est évident et le choix du
singleton F' est arbitraire. Voyons comment passer de ¢
a ¢ + 1. On suppose que le nombre d’éléments de E' est
g+ 1 et I'on choisit dans E un élément noté ky. On écrit
alors E = {ko, k1,--- , k;}. Onpose E' = {ky, -+, k,}.
Grace a I'hypothese de récurrence, on peut associer a B’
une partie finie /” de méme cardinalité ¢ et telle que la
matrice A" = ((exp(2mik - I/N))pepr jepr soit inversible.
On veut construire F' = F' U {x} pour un certain = €
(Z/NZ)". On complete A’ en une matrice A, de type
(g+1) X (g4 1), en lui adjoignant la colonne

(exp(2miz-ki/N), -+ ,exp(2miz-ki/N), exp(2mix-ky/N))

qui sera la derniere colonne de A. De méme les ¢ premiers
éléments de la derniere ligne de A seront

exp(2mil - ko/N), | € F.

On suppose, en raisonnant par l'absurde que pour tout
choix de x le déterminant de A soit nul. On développe
alors ce déterminant par rapport a la derniere colonne

de A. On obtient

q
Z cjexp(2mik; - x) = 0.
0
Cela implique que tous les coefficients ¢; soient nuls. En
particulier ¢y = 0. Mais ¢y n’est autre que le déterminant
de A. On aboutit & une contradiction.



