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Résumé :

La résolution numérique des équations de Maxwell est un problème difficile. De plus, 

applications  sont  nombreuses  et  diverses:  dispositifs  microondes,  diffraction,  etc.  Cela  a 

conduit,  depuis  les  années  60,  au  développement  d’un  grand  nombre  de  méthodes,  sans 

qu’aucune ne parvienne à s’imposer. 

Le schéma différences finies sur maillage cubique, proposé par Yee en 1966, est bien 

adapté aux équations de Maxwell, mais représente mal  les frontières d’objets complexes. Les 

éléments finis nodaux classiques génèrent des modes parasites faussant les simulations. Les 

éléments finis d’arête ont été développés notamment pour s’affranchir de ce problème, mais 

sont pénalisés par la complexité de mise en œuvre et le coût des calculs. 

Des  méthodes  de  volumes  finis,  certaines  généralisant  le  schéma  de  Yee  à  des 

maillages distordus,  d’autres adaptant  les méthodes développées pour la  discrétisation des 

systèmes d’équations hyperboliques sont également utilisées. Enfin, des méthodes « Galerkin 

Discontinu »,  généralisation  à  un  ordre  de  précision  arbitraire  des  volumes finis,  ont  été 

appliquées récemment aux équations de Maxwell.

Dans  ce  rapport,  nous  nous  focalisons  plus  spécifiquement  sur  le  couplage  d’une 

méthode de résolution des équations de Maxwell à une méthode PIC. Nous analysons les 

avantages et inconvénients des méthodes les plus couramment utilisées : précision, robustesse, 

sensibilité aux artefacts numériques, efficacité, retour d’expérience.
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Abstract :

The numerical  solution of Maxwell  equations is  a challenging task.  Moreover,  the 

range  of  applications, is very wide : microwave devices, diffraction, to cite a few. As a result, 

a  number  of  methods  have  been  proposed  since  the  sixties.  However,  among  all  these 

methods, none has proved to be free of drawbacks.

The finite difference scheme proposed by Yee in 1966, is  well  suited for Maxwell 

equations. However, it only works on cubical mesh. As a result, the boundaries of complex 

objects are not properly handled by the scheme. When classical nodal finite elements are used, 

spurious modes appear, which spoil the results of simulations. Edge elements overcome this 

problem,  at  the  price  of  rather  complex  implementation,  and  computationally  intensive 

simulations. 

Finite volume methods, either generalizing Yee scheme to a wider class of meshes, or 

applying to Maxwell equations methods initially used in the field of hyperbolic systems of 

conservation laws, are also used. Lastly, « Discontinuous Galerkin » methods, generalizing to 

arbitrary order of accuracy finite volume methods, have recently been applied to Maxwell 

equations.

In this report, we more specifically focus on the coupling of a Maxwell solver to a PIC 

method. We analyze advantages and drawbacks of the most widely used methods: accuracy, 

robustness, sensitivity to numerical artefacts, efficiency, user judgment.
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3.3.1 Méthode d’Assous et al . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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3.3.3 Eléments finis de Cohen-Monk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.4 Variantes et extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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1 Introduction

La plateforme Brennus est un ensemble de codes modélisant des faisceaux de particules
en interaction avec les champs qu’elles génèrent et auxquelles elles sont soumises, et
avec des structures métalliques ou diélectriques. Dans cette plateforme, les particules
sont simulées par une méthode Particle-In-Cell (PIC). Le but de ce rapport est de choi-
sir le ”meilleur” (en un sens à préciser) solveur de Maxwell pour les champs. Pour cela,
nous analysons les méthodes de résolution des équations de Maxwell disponibles, afin
d’obtenir les éléments de choix d’un solveur adapté à la méthode PIC implémentée dans
Brennus.

Le problème physique considéré est de déterminer les champs électromagnétiques et
le mouvement de particules chargées donnés par le système couplé de Maxwell-Vlasov.
Dans ce système, les particules sont représentées par leur fonction de distribution f(x,p,t)
solution de l’équation de Vlasov. En général, il faut résoudre une équation par espèce
de particules. Dans notre cas, le champ est généré par les électrons, et nous avons à
résoudre une seule équation de Vlasov.

∂f

∂t
+ v · ∇xf + F · ∇pf = 0. (1)

La vitesse relativiste est reliée à la quantité de mouvement p par

v(x,p,t) =
c

√

|p2| +m2c2
p (2)

où c est la vitesse de la lumière et m la masse de la particule. La force F est la force de
Lorentz

F (x,p,t) = q(E + v × (µH)), (3)

où q est la charge de la particule, et E(x,t) et H(x,t) sont les champs électrique et
magnétique. Ceux-ci sont les solutions du système de Maxwell, que l’on écrit ici pour
des matériaux invariants dans le temps (de permittivité ǫ et de perméabilité µ constants
dans le temps)

ǫ
∂E

∂t
−∇×H = −J , (4)

µ
∂H

∂t
+ ∇×E = 0, (5)

∇ · (ǫE) = ρ, (6)

∇ · (µH) = 0. (7)

Les coefficients ǫ et µ sont des tenseurs dans le cas de matériaux anisotropes et dépendent
en général de x (possibilité de considérer des matériaux inhomogènes).
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Les équations de Vlasov et de Maxwell sont couplées via la charge ρ(x,t) et le courant
J(x,t). Ces quantités, définies comme les premiers moments de la fonction de distribu-
tion f , sont les sources générant les champs électromagnétiques.

ρ(x,t) = q

∫

f(x,p,t)dp, J(x,t) = q

∫

f(x,p,t) · vdp. (8)

Dans le cas de ces équations continues, ces deux quantités sont reliées par la relation de
compatibilité traduisant la conservation de la charge

∂ρ

∂t
+ ∇ · J = 0. (9)

Une des conséquences de cette propriété est que les contraintes de divergence (6) et (7)
sont satisfaites pour tout temps si elles le sont à l’instant initial et si les sources ρ, J
vérifient (9) pour tout temps. En revanche, si la conservation de la charge n’est pas
satisfaite, le système de Maxwell devient surdéterminé. Ce point est important et sera
donc discuté spécifiquement dans la section suivante dédiée aux caractéristiques de la
méthode PIC.

On considère un domaine Ω borné quelconque de R
3. Pour la description qui va suivre,

on ne considèrera que des conditions aux limites de type conducteur parfait pour les
équations de Maxwell, c’est-à-dire

E × n = 0, sur ∂Ω. (10)

Dans les discussions en revanche, nous considérons la possibilité d’implémenter des
conditions aux limites permettant de modéliser un domaine non borné, à savoir les
conditions de Silver-Muller. Parmi les méthodes d’implémentation de ces conditions,
celles de type PML sont les plus efficaces, mais les conditions aux limites absorbantes
classiques, plus simples, sont encore utilisées (voir [60] pour une revue). Les conditions
aux limites pour l’équation de Vlasov permettent de modéliser le devenir des particules
aux bords du domaine (réflexion, absorption, retour périodique pour conserver la charge
totale, émission via la condition de Child-Langmuir). Ce point ne sera pas discuté dans
ce rapport.

L’équation de Vlasov est une équation cinétique que l’on peut résoudre par différentes
méthodes. L’inconvénient principal des méthodes de discrétisation classiques basées sur
un maillage est qu’il faut mailler un espace de dimension 6. Lorsque le problème peut
bénéficier de symétries ou de limites asymptotiques permettant de réduire la dimension,
ces méthodes sur maillage peuvent être compétitives. En particulier, nous pouvons noter
l’utilisation des méthodes spectrales [82] (en particulier celles basées sur les transformées
de Fourier rapides avec des conditions aux limites périodiques) et les méthodes semi-
lagrangiennes [110].

En revanche, la résolution de l’équation de Vlasov sur un maillage de l’espace des phases
coûte trop cher en temps de calcul et en place mémoire, lorsque le nombre de dimensions
est grand et la géométrie complexe.
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On se tourne alors vers les méthodes dites lagrangiennes ou particulaires. Elles consistent
à représenter f par un nombre fini N de macro-particules de position xk, d’impulsion pk

et de poids ωk (1 ≤ k ≤ N), que l’on suit dans leur mouvement dans l’espace des phases.
Le modèle habituel de macro-particules consiste à considérer ces particules numériques
comme des particules ponctuelles mais en nombre bien moindre que les vraies particules
physiques. Dans ce modèle, le poids, qui caractérise la macro-particule, reste constant
dans le temps. Notons que l’on peut imaginer des modèles différents de macro-particules,
soit avec des poids variables, soit une représentation autre que ce modèle de particule-
point (masse de Dirac).
Donc, en termes plus mathématiques, f est décomposée en une somme finie de masses
de Dirac dans l’espace des phases

fN (x,p,t) =
N

∑

k=1

ωkδ(x− xk)δ(p− pk). (11)

A l’instar des vraies particules, le suivi lagrangien de ces macro-particules a un sens,
puisque l’on montre que si on décompose la fonction de distribution initiale ainsi, alors
(sous certaines hypothèses pour les coefficients de l’équation de Vlasov) il existe une
unique fonction de distribution qui s’écrit sous cette même forme (11), où xk = xk(t)
et pk = pk(t) sont solutions du système différentiel

d

dt
xk(t) = vk(t), xk(0) = x0

k
, (12)

d

dt
pk(t) =

F (xk(t),pk(t),t)

q
, pk(0) = p0

k
. (13)

Ce système différentiel est simplement le système des équations du mouvement pour les
macro-particules: la k-ième macro-particule est à la position xk, se déplace à la vitesse
vk, et est accélérée d’après la force F agissant sur la particule.

Ce modèle de macro-particules fournit une expression simple des densités de charge et
de courant. Si on porte (11) dans les moments de f (8), on trouve

ρN (x,t) = q

N
∑

k=1

ωkδ(x− xk), JN(x,t) = q

N
∑

k=1

ωkvk(t)δ(x− xk). (14)

Pour résoudre les équations du mouvement (12) et (13), il est nécessaire de connâıtre le
champ électromagnétique agissant sur les particules. La méthode Particle-In-Cell (PIC)
consiste à calculer la solution des équations de Maxwell sur un maillage (de l’espace
physique seulement) et d’en déduire, par interpolation, les champs à la position des
macro-particules. Celles-ci sont alors avancées dans l’espace des phases en résolvant
numériquement les équations du mouvement (12) et (13) par un schéma en temps pour
équations différentielles.

Pour résoudre les équations de Maxwell sur le maillage, il faut définir les termes sources
ρ et J sur le maillage. Avec le modèle de macro-particules choisi, ces sources sont des
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sommes de masses de Dirac. Il faut donc régulariser ces distributions, afin de les projeter
sur le maillage et obtenir les valeurs de ces termes sources en chaque noeud du maillage.
On les régularise en les appliquant à une fonction plus régulière Si, définie pour chaque
noeud i et supposée intégrable et à support compact. Il en résulte pour le modèle de
macro-particules ponctuelles choisi, que les densités de charge et de courant sont données
par

ρh(xi,t) =

∫

R3

ρN(x,t)Si(x) dx = q
N

∑

k=1

ωkSi(xk) (15)

Jh(xi,t) =

∫

R3

JN (x,t)Si(x) dx = q

N
∑

k=1

ωkvk(t)Si(xk). (16)

La fonction Si est appelée fonction de forme ou facteur forme au noeud i. On voit que,
dans l’espace physique x, cela correspond à interpoler les valeurs de la position des par-
ticules à la position des noeuds du maillage.

Une façon différente de voir cette régularisation est celle du physicien qui se demande
quel modèle de macro-particule est “considéré” par les équations de Maxwell? En effet,
ce point de vue permet de s’affranchir de la représentation des macro-particules en tant
que charges ponctuelles, et de leur attribuer une certaine forme, une étendue et une
régularité. Ces propriétés sont alors données par les fonctions d’interpolation Si.

Deux références de base sur la méthode PIC sont les ouvrages de Birdsall et Langdon
[13], et de Hockney et Eastwood [67]. L’avantage évident est que l’on ne maille plus l’es-
pace des phases, mais seulement l’espace physique. Pourtant, la représentation en masses
de Dirac est a priori plutôt paradoxale. En effet, pour obtenir l’équation de Vlasov, on
néglige les effets individuels des particules physiques, et on passe d’une description parti-
culaire à une description continue des effets collectifs des particules à travers la fonction
de distribution. L’utilisation de cette décomposition ramène donc à nouveau le problème
à une description particulaire mais avec un nombre réduit de particules. Ceci peut sem-
bler quelque peu incohérent et rendre discutable une telle méthodologie.

De fait, décrire le système par un nombre réduit de particules a forcément des conséquences
négatives (ne serait-ce que la non conservation de la longueur de Debye). Celles-ci se
manifestent essentiellement sous la forme de fluctuations dans la fonction de distribution
et les moments associés. Prenant un caractère aléatoire soit dès le début au moment de
l’initialisation, soit au cours du temps, ces fluctuations sont considérées comme un bruit,
inhérent à la méthode. Malgré cet inconvénient, la méthode PIC donne de bons résultats
pour les quantités globales, ce qui suffit souvent pour les besoins de l’utilisateur. Il faut
beaucoup de macro-particules pour obtenir une description précise de la fonction de
distribution. Ceci est bien illustré par E. Sonnendrücker [53], lors de comparaisons entre
une méthode PIC et une méthode semi-lagrangienne. Si on veut être aussi précis avec la
méthode PIC, il faut tellement de macro-particules que la méthode n’est pas plus effi-
cace. L’intérêt donc est de pouvoir appliquer la méthode PIC avec moins de particules,
en acceptant un niveau significatif de bruit, du moment que l’on obtient des résultats
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physiques pertinents (tout l’art est d’éviter des instabilités numériques qui modifient
sensiblement les simulations).

La discussion des méthodes de discrétisation des équations de Maxwell concerne les
méthodes classiques que sont les différences finies (DF), les volumes finis (VF) et les
élements finis (EF). A celles-ci s’ajoutent des méthodes de Galerkin discontinues (GD)
dont l’utilisation en électromagnétisme est plus récente. D’autres méthodes existent mais
ne seront pas discutées, comme les méthodes spectrales ou la méthode des potentiels
retardés (équations intégrales en temps) par exemple. Les méthodes spectrales sont en
effet difficiles à adapter à des géométries complexes. Les méthodes d’équations intégrales
en temps sont peu utilisées en pratique, sans doute car elles obligent à traiter simul-
tanément l’ensemble des pas de temps. Pour chacune de ces familles de méthodes (DF,
VF, EF, GD), nous analyserons une ou plusieurs méthodes particulières présentées dans
la littérature, ainsi que des variantes et extensions existantes ou envisageables, afin de
dégager une méthode ayant une certaine capacité d’évolution.

La présentation commencera avec le schéma de DF de Yee [115, 125]. C’est en effet
la méthode de référence, largement utilisée, notamment dans les codes commerciaux.
Concernant les EF, différentes méthodes se sont développées, à cause de difficultés inat-
tendues lors de leurs premières applications aux équations de Maxwell. En particulier,
leur histoire est associée à l’apparition de modes parasites lors de l’utilisation des EF
nodaux classiques (où les inconnues sont les trois composantes des champs au noeuds
du maillage). Une discussion sur ce sujet spécifique, permettant de clarifier ce point, est
proposée en annexe. Cela explique en partie l’évolution des méthodes d’EF dans deux
directions principales: les EF nodaux sur une formulation de Maxwell contrainte (formu-
lation mixte avec imposition des contraintes de divergence à travers des multiplicateurs
de Lagrange) et les EF d’arête où les degrés de liberté, pour les EF de plus bas ordre,
sont les composantes tangentielles sur les arêtes des éléments. Les premiers ont été choi-
sis par Assous et al [6] pour les codes Maxwell-Vlasov M2V et M3V, développés au CEA
au début des années 90. Les seconds, éléments dits de Nédelec ou de Raviart-Thomas,
ou encore éléments d’arête, sont les éléments choisis pour le code PALAS, développé
au CESTA, pour résoudre les équations de Maxwell en régime harmonique ou temporel
[95]. Une troisième méthode d’EF est discutée, à savoir celle de Cohen-Monk développée
à l’ONERA [37] (c’est un cas particulier d’éléments d’arête). Deux méthodes de VF sont
décrites. La méthode de Hermeline [62], qui a été codée en 2D dans M2V, est une ex-
tension du schéma de Yee pour des maillages non orthogonaux. La méthode de Remaki
développée à l’INRIA [104] s’appuie sur une écriture des équations de Maxwell comme
une loi de conservation, et applique la méthode de VF pour ce type de problème. Les
méthodes de GD sont des extensions de ce point de vue, où les champs ne sont plus
constants par maille, mais sont approchés par des polynômes d’ordre supérieur. Trois
variantes sont présentées: la méthode d’E. Sonnendrücker à Strasbourg [111] (développée
sur la base de la méthode de Hesthaven [64]; elle a également été développée de façon
similaire par S. Piperno à l’Inria [101] et M. Sesquès au CESTA [109]), la méthode de
Ferrières de l’ONERA qui est la variante “discontinue” des EF de Cohen-Monk [34], et
une méthode particulière de Piperno, avec des bases de polynômes à divergence nulle [26].
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L’objet du rapport consiste donc à présenter ces méthodes de résolution des équations
de Maxwell, en précisant leurs avantages et leurs inconvénients afin de choisir la mieux
adaptée au couplage au solveur PIC du code Brennus. Pour cela, la section 2 décrit
la méthode PIC implémentée et les principales caractéristiques de cette méthode. Nous
rassemblons un certain nombre d’informations destinées à avoir une vision des évolutions
possibles du solveur PIC, en conjonction avec le choix et l’évolution du solveur Maxwell.
La section 3 présente et analyse les différents solveurs de Maxwell. La grille d’analyse
employée est uniforme, pour bien montrer les similitudes et les différences, et faire res-
sortir les avantages et inconvénients des différents solveurs (ainsi la présentation peut
s’écarter plus ou moins de la présentation originale faite par les auteurs dans leurs ar-
ticles). La section 4 présente les critères d’appréciation choisis pour notre discussion.
En section 5, nous proposons un tableau synthétique signifiant pour chaque méthode si
elle répond ou non à ces différents critères. S’ensuit alors en section 6 une discussion
détaillée des méthodes permettant d’argumenter la réponse donnée dans le tableau de
la section 5. Cette discussion mène alors à la conclusion dans laquelle nous résumons
nos propositions.

2 Principales problématiques liées à la résolution de

Maxwell-Vlasov par une méthode PIC

Cette section commence par une brève description du solveur PIC implémenté dans
Brennus (nous appelons solveur PIC l’ensemble des étapes de la méthode PIC autre que
le solveur Maxwell). Puis, nous passons en revue certaines caractéristiques des méthodes
PIC. Le bruit numérique est discuté en premier lieu, puis le phénomène numérique
d’auto-chauffage qui lui est lié. Une discussion sur les fonctions d’interpolation est ensuite
proposée. Des problèmes spécifiques sont soulevés, à savoir l’autoforce, l’effet Cerenkov
numérique et le problème de la conservation de la charge. Quelques remarques sur le
maillage et le raffinement, puis sur le filtrage sont données. Enfin, une discussion de
résultats théoriques et numériques de convergence des méthodes PIC souligne quelques
points intéressants. La section se conclut par un paragraphe qui résume ces informations
en établissant un lien critique avec le choix d’un solveur Maxwell.

2.1 Description du solveur PIC utilisé

Le principe de la méthode PIC a été présenté en introduction. Nous résumons brièvement
les choix effectués pour le solveur PIC de la plateforme Brennus. Le détail est donné
dans le rapport [112].

En plus du solveur résolvant les équations de Maxwell ou de Poisson, sur un maillage
structuré ou non, nous distinguons trois étapes de la boucle en temps pour avancer les
particules : l’interpolation des champs électromagnétiques à la position des particules, le
schéma temporel intégrant les équations de la dynamique pour les particules, et l’inter-
polation assurant la répartition des densités de charge et de courant sur le maillage. A
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ces étapes s’ajoutent l’initialisation des positions, vitesses et poids des macro-particules,
ainsi que le traitement des conditions aux limites.

Dans le cas d’un maillage structuré, les deux étapes d’interpolation sont réalisées par
des fonctions splines, implémentées jusqu’à l’ordre 2. Dans le cas d’un maillage non
structuré, elles sont obtenues par une approximation de type éléments finis linéaires.
L’intégration des équations de Newton est effectuée par un schéma saute-mouton (pous-
seur de Boris).

La localisation des particules sur maillage structuré est aisée puisqu’il suffit de prendre
la partie entière d’une quantité liée à la position de la particule pour retrouver la po-
sition du noeud. Sur maillage non structuré, l’information est stockée en mémoire. Les
coordonnées d’une particule sont calculées à partir des coordonnées barycentriques de
la maille qui la contient.

2.2 Quelques caractéristiques générales des solveurs PIC et

liens avec le choix d’un solveur Maxwell

2.2.1 Bruit numérique

La méthode PIC fournit des résultats bruités. Nous rassemblons dans cette section des
informations sur ce point essentiel. Comme nous l’avons dit en introduction, la présence
de bruit n’empêche pas la méthode de donner des résultats physiques pertinents, notam-
ment pour les quantités globales comme l’énergie. Mais il faut garder un point de vue
critique sur les résultats obtenus. En effet, une référence récente illustre bien le danger
[97]. Cet article clôt une polémique concernant l’obtention de résultats différents par
deux équipes pour la résolution d’un problème en microturbulence de plasma alors que
des paramètres similaires avaient été utilisés. Une des deux équipes a effectué des calculs
par une méthode PIC et les auteurs dans [97] parviennent à mettre en évidence que la
différence de résultat provient du bruit de cette résolution PIC, et n’est pas à mettre
sur le compte d’une quelconque réalité physique.

Différentes sources du bruit

Pour tenter de réduire le bruit dans les simulations, il faut déjà comprendre pourquoi il
y en a. En fait, plusieurs sources de fluctuations existent. Nous les précisons ci-dessous.
La première source de fluctuations vient de la décomposition de f en une somme finie de
distributions à support compact. Autrement dit, l’utilisation d’un nombre fini de macro-
particules discrètes pour représenter la fonction de distribution apporte clairement une
granularité à la représentation. Du point de vue du système de Maxwell, cette granula-
rité, qui se traduit dans les termes sources ρ et J , est atténuée grâce à l’interpolation
sur le maillage par une fonction de forme plus régulière et plus étendue.

Cette première source de fluctuations est plus ou moins présente dès le début de la simu-
lation selon la façon d’initialiser la fonction de distribution à t = 0. Un choix näıf consiste
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à répartir les macroparticules régulièrement dans l’espace des phases, et à leur attribuer
un poids dépendant de la valeur de la fonction de distribution. L’inconvénient est que les
zones d’intérêt sont peu représentées à moins d’utiliser un très grand nombre de parti-
cules. Cela induit un bruit numérique sous la forme d’oscillations importantes, mais sans
aspect aléatoire initialement. Un second choix consiste à considérer les particules comme
un échantillon d’une loi de probabilité donnée par la fonction de distribution. Les poids
sont alors identiques et les particules représentent bien mieux les zones d’intérêt. Cette
méthode d’initialisation est meilleure, mais elle souffre d’un bruit numérique encore im-
portant et à caractère aléatoire. Ce point de vue probabiliste permet d’avoir une idée
de la dépendance du bruit par rapport au nombre de particules. En effet, en appliquant
la loi des grands nombres, on s’aperçoit que les moments de f sont approchés avec une
erreur qui décrôıt en 1/

√
N . Cet argument simple montre qu’il faut augmenter beaucoup

le nombre de particules pour réduire significativement ces fluctuations.
Pour terminer sur l’initialisation, notons l’utilisation de méthodes dites “quiet start”. Il
s’agit de remplir l’espace des phases à l’aide de suites de nombres, non aléatoires, qui
permettent d’obtenir une dépendance du bruit numérique en 1/N . Nous renvoyons à
[11, 75] pour une présentation de ces techniques d’initialisation et des références.

Nous venons de voir que cette première source de fluctuations, dûes à la représentation
discrète de f , induit des fluctuations spatialement à t = 0. Elle induit également des
fluctuations en temps. En effet, la dynamique des macro-particules subit des variations
à cause de la présence d’un nombre fini de macro-particules voisines. L’équation de Vla-
sov modélise les effets collectifs des particules physiques dans un plasma (ou faisceau de
particules). L’orbite d’une particule test, dans un tel plasma supposé non collisionnel,
correspond localement à un mouvement rectiligne. Mais, lorsque l’équation de Vlasov
est discrétisée par des macro-particules ponctuelles, l’orbite d’une particule test est per-
turbée, d’autant plus qu’il y a peu de macro-particules dans la sphère de Debye. Il en
résulte que même si on part d’une distribution régulière des macro-particules, cette dy-
namique perturbée de chacune des macro-particules finit par entrâıner l’apparition de
fluctuations à caractère aléatoire. En fait, quelle que soit la méthode d’initialisation,
un cas test décrit dans [11] montre qu’une simulation initialisée par “quiet start” rat-
trape rapidement le même ordre d’erreur et de fluctuations qu’une simulation initialisée
aléatoirement. En particulier, on en déduit qu’au bout d’un certain temps, la dépendance
du bruit dans une simulation avec “quiet start” devient en 1/

√
N .

La modélisation qui mène à l’équation de Vlasov est valable dans le temps jusqu’à ce
que les collisions entre particules physiques aient un effet significatif par rapport aux
effets collectifs. Une mesure de cette durée est donnée par le temps de collision τc, temps
caractéristique pour que la trajectoire d’une particule soit déviée significativement. En
introduisant de nouveau des macro-particules pour discrétiser l’équation de Vlasov, on
retrouve des effets individuels, des collisions, bien que celles-ci soient seulement des
artefacts numériques qui n’ont plus rien à voir avec les collisions des particules physiques.
Cependant, en adoptant ce point de vue, on peut définir un temps de collision des macro-
particules, et par là même un temps de validité de la simulation. Des tests numériques
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effectués en 2D par Hockney et Eastwood [67] ont permis d’obtenir l’estimation

τc
τp

= ND

(

1 +
W 2

λ2
D

)

, (17)

où ωp = 2π/τp est la fréquence plasma, ND est le nombre de macro-particules dans un
carré de côté la longueur de Debye λD, et W est une mesure de l’étendue des macro-
particules régularisées sur le maillage. Ainsi, on voit que le temps de collision augmente
linéairement avec le nombre de macro-particules dans la sphère de Debye. On remarque
aussi que plus les macro-particules sont étendues, plus le temps de collision est grand. En
effet, si on considère, comme plus haut, une particule test plongée au milieu des macro-
particules, son orbite sera moins perturbée si elle voit les autres particules comme un
milieu plus uniforme. Des macro-particules plus étendues tendent donc à mieux appro-
cher un plasma non collisionnel.

La deuxième source de bruit est la dépendance au maillage, qui est introduit dans la
méthode PIC pour calculer les champs électromagnétiques. Poursuivons le parallèle entre
un plasma “continu” constitué de particules physiques, et un plasma “discret” constitué
de macro-particules numériques. Les forces inter-particulaires qui vont déterminer la
dynamique des macro-particules ne dépendent pas seulement de la distance entre les
macro-particules, mais aussi de la position des particules par rapport au maillage. Des
fluctuations spatiales en résultent. Le passage d’une particule d’une maille à une autre
génère également des fluctuations dans le temps qui contribuent au bruit numérique. Ces
deux types de fluctuation sont atténués par la représentation plus étendue et régulière
des macro-particules à l’aide des fonctions de forme.

Dans l’espace de Fourier, la dépendance au maillage se traduit par le phénomène d’alia-
sing. Le maillage ne résoud qu’un intervalle de nombres d’onde. Selon le critère de
Nyquist, une fonction ne peut être représentée exactement sur un maillage de pas ∆x
que si le support de son spectre est inclus dans l’intervalle [−π/∆x ; π/∆x]. Dans le
cas inverse, le phénomène d’aliasing se produit. Il correspond au fait que le maillage en
question ne peut pas distinguer, en évaluant la fonction aux noeuds du maillage, les com-
posantes d’ondes décalées d’un multiple de 2π/∆x dans le spectre de Fourier. En effet, il
faut bien rappeler que la discrétisation dans l’espace physique induit une périodisation
dans l’espace de Fourier. Ainsi, des fluctuations non résolues par le maillage peuvent
induire une erreur dans les plus grandes longueurs d’onde dûe à la contribution des alias
du spectre de Fourier.

Typiquement, cette source d’erreur devient importante dès que la maille ne résout pas
assez bien la longueur de Debye. En effet, la longueur de Debye est la plus petite longueur
du plasma étudié, en deçà de laquelle les effets individuels des particules physiques ont
été lissés pour aboutir à l’équation de Vlasov. D’après le critère de Nyquist, pour éviter
l’aliasing, il faut donc choisir un pas d’espace suffisamment petit par rapport à cette
longueur. Comme il est également nécessaire d’utiliser suffisamment de particules par
maille, le nombre total de particules peut vite devenir trop grand pour des simulations
réalistes. A partir de là, il y a deux possibilités: soit on se limite à des problèmes que l’on
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Fig. 1 – Relations de dispersion pour une distribution initiale de particules uniforme
en espace et maxwellienne en vitesse, en 1D, avec une résolution PIC (NGP et schéma
de Yee). A gauche, le graphe correspond à une largeur de maille égale à la longueur de
Debye ∆x = λD. A droite, le graphe correspond à ∆x = 10λD.

peut traiter en restant dans les limites de validité de la méthode (mais les simulations en
trois dimensions ne sont pas possibles en général); soit on exploite la méthode au-delà
de sa limite de validité au risque de voir les effets dûs à la présence du maillage ne
plus être négligeables. Cette seconde approche est souvent adoptée dans la communauté
de la simulation numérique en physique des plasmas, en essayant de comprendre et de
mâıtriser les effets numériques [13, 67].

Pour illustrer ce problème d’aliasing, nous donnons des résultats relevés dans [67]. Il
s’agit d’une analyse linéaire en 1D pour une distribution initiale uniforme en x et max-
wellienne en vitesse. La relation de dispersion est obtenue pour une méthode PIC basée
sur le schéma de Yee et des splines d’ordre 0 (méthode NGP: Nearest Grid Point; la
charge d’une macro-particule est affectée au noeud le plus proche). Si la largeur de maille
est égale à la longueur de Debye ∆x = λD, on observe sur la courbe de dispersion que
l’aliasing n’affecte que les plus courtes longueurs d’onde, typiquement pour k∆x > 2
(Figure 1-gauche). Si on choisit un maillage plus grossier avec ∆x = 10λD, la courbe
de dispersion numérique suit la même tendance que la courbe exacte, mais toutes les
longueurs d’onde sont erronnées quantitativement. Pire encore, la fréquence a une partie
imaginaire positive pour les grandes longueurs d’onde entrâınant une instabilité linéaire,
alors que la solution physique est stable (Figure 1-droite). La simulation numérique est
fausse qualitativement. Cette instabilité induit un chauffage numérique du plasma.

Nous pouvons combiner ces constatations concernant les fluctuations de f et l’aliasing
pour faire la remarque suivante. Lorsque f est décomposée en macro-particules, et ses
moments projetés sur le maillage grâce à une fonction de forme, les fluctuations is-
sues de statistiques pauvres correspondent à des oscillations inférieures à la taille de
la maille. Donc, elles contribuent au spectre de Fourier de ρ ou J par l’intermédiaire
des alias. Il en résulte que par construction même de la méthode, ρ ou J n’ont pas
des spectres de Fourier à bande limitée et l’aliasing se produit nécessairement. L’impor-
tance de ces contributions dépend donc de l’amplitude de ces composantes d’onde dûes
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aux fluctuations. Cependant, cette remarque doit être relativisée par rapport au spectre
de Fourier des quantités discrétisées, par exemple lorsque l’on considère un faisceau de
particules. Un faisceau de particules correspond à une densité donnée par une fonction
créneau. Or, une fonction créneau en x a un spectre de Fourier donné par la fonction
sinc(x) = sin(x)/x. Toutes les composantes de Fourier contribuent, et le spectre décrôıt
très lentement vers 0 quand k tend vers l’infini. Pour un maillage de pas d’espace ∆x,
les composantes |k| > π/∆x contribuent à l’aliasing et modifient le spectre de Fou-
rier dans la zone résolue. Dans ce cas, cette contribution a de fortes chances d’être
plus importante que celle des fluctuations. Cela devient moins vrai si l’on prend peu de
particules par maille (entrâınant de fortes fluctuations), et une maille qui résout bien λD.

Une dernière source de fluctuations est la présence d’une auto-force dûe à la représen-
tation des macro-particules avec une taille finie. Elle est discutée spécifiquement plus
loin.

Réduire le bruit

En résumé, nous avons relevé trois sources de bruit dans la méthode PIC: les fluctuations
dûes au faible nombre de macro-particules pour représenter la fonction de distribution,
la dépendance au maillage et éventuellement l’autoforce.

Bien choisir les paramètres numériques est le premier moyen de réduire le bruit:

- augmenter le nombre de macro-particules améliore les statistiques pour représenter
la fonction de distribution. On a vu qu’au bout d’un certain temps, le bruit dû à la
décomposition en macro-particules décrôıt en 1/

√
N .

- lorsque les moments de f sont calculés et projetés sur le maillage grâce à une fonction
de forme, cela revient à considérer des macro-particules de taille finie. Augmenter la
largeur du support des fonctions de forme réduit les fluctuations dynamiques dûes au
faible nombre de macro-particules dans la sphère de Debye.

- l’effet d’aliasing peut être réduit au minimum en choisissant une taille de maille ∆x
suffisamment petite pour résoudre la queue du spectre de Fourier des densités de charge
et de courant.

- de plus, l’utilisation d’une fonction de forme agit comme un filtre sur ces densités. Par
conséquent, plus celle-ci sera régulière, plus son spectre va décrôıtre rapidement vers
0 et donc lisser la queue du spectre des densités qui sont discrétisées. Dans le cas des
splines, il faut donc augmenter l’ordre m.

- l’auto-force, si elle est présente, n’a d’influence que si peu de particules par maille sont
utilisées. Augmenter le nombre de particules par maille rend sa contribution négligeable
par rapport à l’influence des macro-particules voisines.
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L’utilisation de filtres est un moyen simple de lisser les courtes longueurs d’onde pour
réduire l’aliasing. Ces techniques sont discutées plus bas. Un cas particulier est donné
par la méthode dite “quiet Particle-Mesh” de Hockney et al [68]. Il s’agit d’ajouter une
étape de correction, soit dans le domaine de Fourier, soit dans le domaine physique.
Cette correction est réalisée de sorte à améliorer l’erreur pour des petits nombres d’onde
par l’intermédiaire de coefficients déterminés empiriquement pour cela. On parle de
compensation. Elle permet de corriger notamment une grande partie des erreurs d’ani-
sotropie introduites par le maillage. La correction agit également comme un filtre pour
les grands nombres d’onde.

D’après Hockney et Eastwood, le problème majeur des simulations PIC est l’aliasing [67].
En plus de la technique de compensation/filtrage que l’on vient de voir, ils présentent
une technique pour éliminer la contribution des alias impairs, nommée “interlacing”
(voir leur sections 7-8, p260). L’idée est de profiter de la parité du spectre de Fou-
rier. Considérons une discrétisation de pas ∆x où le point 0 est un noeud du maillage.
Le spectre de la fonction discrétisée est constituée du spectre de la fonction continue,
centré en k = 0, et de tous ses alias centrés périodiquement en k + 2πp/∆x (p entier).
Considérons également la même discrétisation mais décalée d’un demi-pas d’espace.
Alors, le spectre va être similaire à la différence que les alias impairs (p = ±1, ± 3, ...)
sont de signe opposé. En prenant la moyenne de ces deux spectres, les contributions des
alias impairs s’annulent. Le phénomène d’aliasing est donc réduit à la contribution des
alias p = ±2 principalement.

Le phénomène d’aliasing est réduit par l’utilisation de maillages irréguliers. En ef-
fet, l’aliasing correspond au fait que des composantes de Fourier de longueurs d’onde
différentes ne peuvent pas être distinguées sur un maillage uniforme, ce qui est dû à la
périodicité de l’échantillonnage de ces ondes sur le maillage. Sur un maillage irrégulier,
il est possible qu’une certaine périodicité existe, mais elle est fortement réduite et
par là-même l’erreur d’aliasing. Des techniques d’échantillonnage non uniforme se sont
d’ailleurs développées en traitement du signal pour réduire, voire éliminer l’aliasing
lorsque le signal est sous-échantillonné. Toutefois, pour que ce soit efficace, l’échantillon-
nage ne doit pas être effectué n’importe comment. Par exemple, modifier un échantillonnage
périodique simplement en modifiant la position des noeuds selon des fluctuations aléatoires
ne permet pas d’éliminer l’aliasing. L’utilisation d’un échantillonnage pseudo-aléatoire
est préconisé.

Réduire les fluctuations statistiques en augmentant N est difficile à cause de la faible
décroissance du bruit en 1/

√
N . Pour certaines applications, les fluctuations physiques,

δf , sont bien plus petites que la fonction de distribution totale f = f0 + δf , somme
d’une partie moyenne et d’une perturbation. Le bruit numérique peut être grandement
réduit si la méthode PIC est appliquée seulement à la perturbation δf . Soit la partie
moyenne f0 est connue (par exemple un état d’équilibre), soit elle est obtenue par une
approximation fluide (méthodes hybrides fluide-cinétique). Cette technique permet de
réduire le niveau de bruit de plusieurs ordres de grandeur quand elle peut être appliquée.
Une présentation de la méthode est donnée par Sydora [114]. Le premier inconvénient de
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cette méthode est qu’elle devient inefficace si δf est du même ordre que f0. Cela réduit
donc son champ d’application pratique (dans la littérature, les applications concernées
sont essentiellement des problèmes de fusion magnétique). Le second inconvénient pro-
vient de la non-positivité de δf , ce qui nécessite l’utilisation de fonctions de forme non
positives.

Aux méthodes générales que l’on vient d’évoquer, il faut ajouter la possibilité d’agir
sur la répartition des macro-particules à chaque pas de temps, ou de temps en temps.
L’ajout d’une telle étape peut permettre de garder un faible niveau de bruit, mais
son coût la rend inopérante en général. Par exemple, si une redistribution des macro-
particules était effectuée à chaque pas de temps par une technique d’initialisation “quiet
start”, on imagine pouvoir conserver un taux de convergence en 1/N au cours du temps,
contrairement à ce qu’il se passe si on ne le fait qu’au début. Mais, pour définir les
quantités aux nouvelles positions des particules, il faut faire une étape d’interpolation
à partir des anciennes positions, en plus de la phase de répartition elle-même, le tout
étant trop coûteux. Agir sur la répartition des macro-particules peut consister à redis-
tribuer simplement les positions, mais aussi à regrouper des particules proches en une
seule (“particles merging”) ou au contraire à séparer une particule en plusieurs de poids
inférieur (“particle splitting”). Le poids des particules numériques peut aussi varier dans
le temps. Les difficultés de ce type de techniques concernent notamment la conservation
de la charge, ou le contrôle du poids des particules.

2.2.2 Chauffage numérique

Un des effets du bruit numérique est le chauffage artificiel qu’il peut générer. En effet,
la présence du maillage induit un phénomène d’aliasing (pour les valeurs de paramètres
numériques utilisés en pratique), lequel entrâıne un auto-chauffage non physique du
plasma.

Des expériences numériques en 2D (et 2 dimensions pour v), réalisées par Hockney [68],
ont permis de mesurer un temps de chauffage caractéristique. Celui-ci est défini comme
le temps τh pour que la moyenne quadratique de l’augmentation de l’énergie cinétique
des particules soit égale à l’énergie thermique, mv2

t /2, où vt est la vitesse thermique
des particules (initialisées par une maxwellienne). Les mesures faites pour un solveur
PIC avec les méthodes d’interpolation NGP (spline d’ordre 0) et CIC (spline d’ordre
1) montrent une évolution linéaire en temps de l’énergie cinétique. La méthode CIC a
un temps de chauffage 3 fois plus grand que la méthode NGP. A t = τh, l’erreur sur
l’énergie totale est environ 25% de l’énergie de départ.

Ce chauffage numérique dépend fortement des pas d’espace et de temps. En particulier,
une instabilité non physique a été mise en évidence [13] lorsque ∆x est trop grand par
rapport à λD. En effet, liée à la contribution des alias dans le spectre de Fourier, cette
instabilité, que l’on a évoquée dans le paragraphe sur le bruit numérique, se caractérise
par une augmentation exponentielle de l’énergie interne du plasma. Heureusement, cette
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Fig. 2 – Zones de stabilité en fonction des pas de temps et d’espace.

instabilité s’autorégule. En effet, l’augmentation de la température induit une augmen-
tation de la longueur de Debye. Quand elle est de l’ordre du pas d’espace, elle revient
dans une zone stable de l’espace des paramètres, et le chauffage redevient linéaire en
temps. Toutefois, l’augmentation artificielle de la température peut fausser la simula-
tion, et l’instabilité numérique “temporaire” peut modifier la physique.

Outre cette instabilité, les expériences numériques d’Hockney ont mis en évidence qu’il
existe une relation entre le pas d’espace et le pas de temps, telle que le chauffage soit
minimisé. La figure 2 présente les zones de stabilité de l’espace de paramètres. La région
à droite est instable à cause du schéma en temps; la limite est ωp∆t = 2 sur la figure
correspondant à un plasma “froid”, elle devient ωp∆t = 1.62 pour un plasma thermique.
Sur le schéma ne figure pas la zone d’instabilité citée ci-dessus, dûe à l’aliasing. Il faut
donc ajouter une frontière à la zone de stabilité, donnée par ∆x/λD ≈ 5. Dans la région
vt∆t/∆x > 1, des particules se propagent sur une distance supérieure à ∆x en un pas
de temps ce qui limite l’utilisation des grands pas de temps avec de petits pas d’espace
(la région vt∆t/∆x < 0.1 correspond à une zone où des problèmes numériques sont
constatés sans qu’une explication ne soit fournie; ceux-ci sont sans doute liés à l’accu-
mulation d’erreurs quand on choisit un pas de temps trop petit par rapport au temps
qu’il faut aux particules pour traverser une maille).

Au sein de la région stable, une relation optimale entre le pas d’espace et le pas de
temps, vt∆t = ∆x/2, est observée (jusqu’à ωp∆t = 1). Si on diminue ∆x ou ∆t seul, le
chauffage devient plus important au lieu de se réduire. Nous n’avons pas d’explication
complètement satisfaisante du phénomène.

2.2.3 Fonctions d’interpolation

Les fonctions d’interpolation sont les fonctions continues qui permettent d’obtenir une
valeur à n’importe quelle position à partir d’une quantité discrète. Comme nous l’avons
vu en introduction, les densités de charge et de courant sont définies sur le maillage par
l’intermédiaire de fonctions de forme. Ce sont les fonctions d’interpolation des densités
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connues à la position des particules et que l’on interpole à la position des noeuds du
maillage. On parle de répartition des densités sur le maillage. Concrètement en effet,
cette étape revient à affecter une fraction de la charge (ou du courant) d’une macro-
particule aux noeuds les plus proches. Dans la présentation faite plus haut en intro-
duction, la même fonction de forme Si est utilisée pour la charge et le courant, mais
elle peut être différente en général. D’ailleurs, si on utilise la même fonction, alors la
conservation de la charge n’est pas assurée. L’ordre d’erreur de l’interpolation doit en
principe correspondre à l’ordre d’erreur pour le calcul des champs. En effet, si on résout
les équations de Maxwell à l’ordre p > 2 à partir de sources ρ et J connues avec une
erreur d’ordre 2, on ne peut pas espérer obtenir une erreur sur les champs effectivement
d’ordre p.

Ajouté à ce rôle d’interpolant, ces fonctions d’interpolation particules-grille jouent le rôle
de représentation de taille finie des macro-particules sur le maillage. Pour cette raison, il
faut leur donner une étendue et une régularité les plus grandes possibles pour atténuer
les fluctuations dûes à la granularité et à l’aliasing. En pratique malheureusement, la
limitation en temps de calcul restreint la largeur des macro-particules (c’est-à-dire que
l’on ne peut répartir les densités que sur un petit nombre de noeuds du maillage). Un
compromis précision/efficacité est donc nécessaire.

Une seconde étape d’interpolation est réalisée pour connâıtre les champs à la position
des particules, une fois que l’on a résolu les équations de Maxwell sur le maillage. C’est
l’étape de retour, grille-particules. La même fonction d’interpolation peut être employée
mais pas nécessairement. Cependant, si le solveur Maxwell est le schéma de Yee, utiliser
la même fonction évite la contribution de l’auto-force (voir ci-dessous). L’ordre d’erreur
d’interpolation doit être le même que l’ordre d’erreur sur le calcul des champs. En effet,
ce sont les valeurs interpolées qui sont utilisées pour définir les forces qui régissent la
dynamique des macro-particules.

Une interpolation linéaire est aisément réalisée que ce soit sur un maillage régulier ou
non, assurant une interpolation à l’ordre 2. Nous discutons maintenant la possibilité
de monter en ordre. Avant cela, notons néanmoins que la limitation principale d’une
montée en ordre est la gestion des bords du domaine physique. En effet, la montée
en ordre s’accompagne naturellement de l’élargissement de la macro-particule sur une
distance supérieure à une maille. Il faut donc être capable de définir ces interpolations
d’ordre élevé sur les mailles de bord, en préservant l’ordre spécifié.

Maillage cartésien uniforme

Le choix des fonctions de forme assignant la charge et le courant sur le maillage est
donc le fruit d’un compromis entre la réduction du bruit numérique et la réduction du
temps de calcul. Le choix initial pour la méthode PIC correspond à l’affectation de la
charge (ou du courant) d’une macro-particule à un seul noeud, le plus proche. C’est la
technique NGP, déjà vue plus haut. Elle correspond à une fonction de forme de type
créneau, fonction discontinue, non régulière, ce qui induit un fort bruit numérique. Pour
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Fig. 3 – Graphe des trois premières splines après application d’un facteur d’échelle lié
à la taille de la maille.

améliorer cela, une interpolation linéaire est choisie, dans la plupart des codes PIC clas-
siques. La fonction de forme est la fonction chapeau, qui est continue, mais sa première
dérivée n’est pas continue.

Pour continuer à améliorer cette étape d’interpolation sur un maillage régulier, on sou-
haite augmenter l’ordre d’interpolation, tout en augmentant la régularité de la fonction
de forme, l’étendre sur un plus grand nombre de noeuds mais toujours un nombre fini
et modéré afin de limiter le temps de calcul.

La famille des splines rassemble les différents avantages, ce qui est bien expliqué dans le
livre d’Hockney et Eastwood [67]. La spline d’ordre m est telle que ses m− 1 premières
dérivées sont continues et la m-ième dérivée est discontinue. La largeur de la fonction
de forme est déterminée par un facteur d’échelle à partir des splines standard de sorte
que la spline d’ordre m est de largeur (m + 1)∆x. En plus, les splines ont l’avantage
d’être partout positives ce qui est important pour préserver la positivité de f . Ainsi,
une extension des méthodes PIC classiques consiste à passer aux splines quadratiques.

Une étude sur l’utilisation des splines d’ordre élevé (jusqu’à m = 6) a été effectuée par
Abe et al [1]. Elle confirme l’avantage qu’elles procurent pour réduire le bruit numérique,
en réduisant l’erreur d’aliasing. L’erreur sur l’énergie totale est aussi améliorée. Toutefois,
il faut noter que ces résultats sont rapportés pour des systèmes où seuls les phénomènes
collectifs, de grande longueur d’onde, sont importants. En effet, la fonction d’interpola-
tion agit comme un filtre, les splines ayant un spectre de Fourier qui tend vers 0 quand
k tend vers l’infini d’autant plus rapidement que m est grand. C’est justement ce qui
permet de réduire l’aliasing.

Maillage non uniforme

La construction des splines sur un maillage non uniforme est une question ouverte. Il
faut donc faire autre chose. L’assignation de la charge (ou du courant) sur le maillage
correspond à une étape de projection. Une idée consiste donc à projeter les densités sur
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des bases d’éléments finis. En général, une interpolation linéaire est employée, l’inter-
polation NGP, d’ordre 0, étant trop bruitée. On peut utiliser des éléments finis d’ordre
plus élevé, mais la régularité n’augmente pas à la limite du support de la fonction de
base: elle est seulement continue.

Jacobs et Hesthaven [73] proposent différentes fonctions de forme pour un code PIC
avec un solveur GD d’ordre élevé. Une possibilité est d’utiliser une fonction de forme
gaussienne. Il faut noter que c’est la fonction limite des splines quand m tend vers
l’infini, assurant la continuité de toutes les dérivées. En pratique, il faut tronquer la
gaussienne à une largeur de quelques mailles et compléter par la constante zéro. C’est
possible grâce à la convergence exponentielle de la gaussienne qui permet que les dis-
continuités des dérivées successives à la troncature de la gaussienne soient faibles. Bien
que la gaussienne et ses premières dérivées soient non nulles à la troncature, les valeurs
sont très proches de zéro (à condition de tronquer la gaussienne suffisamment loin). En
pratique, la limitation en temps de calcul restreint la largeur de la gaussienne à trop
peu de mailles et en général, ce n’est donc pas une bonne alternative.

Un autre choix de fonctions localement régulières pour effectuer l’interpolation sur un
maillage non uniforme est basé sur la fonction cosinus, tronquée également. Mais, les
dérivées impaires ne sont pas nulles. Cette fonction ne convient pas. Deux fonctions po-
lynômiales sont alors proposées, qui sont peu coûteuses en temps de calcul. Les compa-
raisons des auteurs entre ces différentes fonctions d’interpolation mènent à la conclusion
que le meilleur choix est la famille de polynômes

Spol1 =
α + 1

πR2

[

1 −
( r

R

)2]α

, (18)

où r = |x| est la distance au centre de la particule, R est le rayon d’influence de la
fonction (elle est complétée par zéro en dehors) et α est le paramètre qui détermine le
degré m = 2α du polynôme. Ces polynômes valent zéro en r = R, comme les splines,
mais seules les α − 1 = m/2 − 1 premières dérivées s’annulent et sont donc continues.
A l’instar des splines, Spol1 se comporte comme une gaussienne si α est grand. Notons
que ces fonctions polynômiales, ainsi que les autres fonctions proposées dans [73], sont
toutes isotropes.

Concernant l’étape d’interpolation grille-particules, Jacobs et Hesthaven [73] n’utilisent
pas ces fonctions d’interpolation. Se référant à des travaux précédents de Jacobs [74],
ils citent la possibilité que cette étape d’interpolation puisse être, dans la plupart des
cas, d’ordre inférieur à l’ordre d’approximation des champs. En fait, de nombreux tests
leur ont montré qu’il fallait que l’ordre du polynôme d’interpolation corresponde effec-
tivement à l’ordre du polynôme utilisé pour représenter les champs. Par conséquent, ils
choisissent d’utiliser l’interpolation locale de leur méthode GD.

2.2.4 Auto-force

L’auto-force est un artefact numérique que nous avons déjà cité comme étant une source
éventuelle de fluctuations supplémentaire. Elle correspond à une force générée par une
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macroparticule sur elle-même [13], dûe à sa représentation étendue sur le maillage à la
place du modèle de particule-point. En effet, puisque la charge d’une macro-particule
est répartie sur plusieurs noeuds du maillage, chacun de ces noeuds apporte une contri-
bution à la force de Lorentz agissant sur cette macro-particule.

Cependant, ces contributions peuvent se compenser et annihiler cette auto-force non
physique. C’est ce qu’il se passe par exemple lorsque l’on résout Vlasov-Poisson avec
un solveur de DF centrées et que l’on utilise la même fonction d’interpolation pour les
étapes particules-grille et grille-particules [13].

En revanche, dès que l’on brise cette symétrie dans la résolution, l’autoforce est présente.
On n’y échappe donc pas lorsque les équations de Maxwell sont résolues sur des maillages
non structurés.

Eventuellement, on peut envisager de représenter les macro-particules par une fonction
à support compact qui s’annule en son centre, comme le proposent Grigoryev et al [59].
Sur maillage régulier et avec une représentation linéaire, on peut alors complètement
éliminer l’autoforce. Les auteurs ne présentent pas de résultats sur maillages non uni-
formes.

Néanmoins, l’impact de cette auto-force ne semble pas être significatif. En effet, d’un
point de vue pragmatique, si suffisamment de particules par maille sont utilisées (comme
c’est censé être le cas), la contribution d’une particule est petite devant l’ensemble des
autres. En revanche, si peu de particules sont présentes par maille, il semble que ce soit
effectivement une source supplémentaire de dépendance au maillage et de fluctuations
[13, 59].

Pour la mettre en évidence, théoriquement ou sur un test numérique, il est usuel de
considérer une seule particule, initialement au repos, et d’observer son mouvement sous
l’action de son propre champ [13, 67, 59]. La particule oscille autour de sa position
d’équilibre. La théorie prévoit une oscillation de fréquence ωself = C(q2/ǫ0m∆x)−1/2,
pour une particule de charge q et de masse m située dans le vide (de permittivité ǫ0),
sur un maillage de taille ∆x. L’amplitude s’avère très petite dans les tests numériques
[73, 109]. Cependant, ce type de test, à partir de l’équation de Vlasov qui représente les
effets collectifs d’un grand nombre de particules, n’est pas vraiment pertinent.

2.2.5 Effet Cerenkov numérique

La résolution des équations de Maxwell introduit une erreur sur la phase des ondes qui
se propagent dans le système. En particulier, les ondes de plus courte longueur d’onde,
de l’ordre de la largeur d’une maille, sont mal résolues par la discrétisation. Par exemple
avec le schéma de Yee, ces ondes se propagent plus lentement que la vitesse de la lumière
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physique. On le voit bien si on écrit la relation de dispersion du schéma
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qui approche la relation exacte
ω2

c2
= k2. (20)

Cette dispersion numérique n’est pas un problème dans nombre de simulations parce que
la physique d’intérêt concerne les grandes longueurs d’onde. Cependant, quand des par-
ticules de grande énergie sont présentes, elles peuvent se propager plus rapidement que
la vitesse numérique de la lumière, ce qui génère un rayonnement Cerenkov numérique,
non physique (voir Figure 4).

Le rayonnement Cerenkov physique se produit lorsqu’une particule se propage dans un
diélectrique avec une vitesse supérieure à c/n (vitesse de la lumière dans le milieu, où n
est l’indice de réfraction). Dans notre cas, le milieu peut être le vide: c’est la dispersion
numérique qui rend possible le fait que la particule “aille plus vite que la lumière”. As-
sous et al mettent en évidence l’instabilité résultante, grâce à une analyse linéaire [7].
L’effet Cerenkov numérique transfère de l’énergie de la particule aux champs. A cause
d’interactions non linéaires entre les particules et les champs, cette instabilité haute
fréquence se répercute sur les plus grandes longueurs d’onde et fausse la simulation PIC.

Dans un article récent sur le sujet, Greenwood et al [58] résument deux méthodes pour
éliminer ou atténuer cet artefact numérique. L’idée générale revient toujours à modifier
la relation de dispersion. Une première méthode consiste à choisir une discrétisation spa-
tiale des équations de Maxwell avec une courbe de dispersion plus proche de la courbe
exacte pour les courtes longueurs d’onde. Pour éviter ce phénomène parasite, la courbe
de dispersion doit approcher la courbe exacte par dessus, i.e. la vitesse numérique doit
être supérieure à la vitesse de la lumière physique. A défaut, il faut restreindre la pos-
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sibilité de ce rayonnement Cerenkov en minimisant l’erreur de dispersion.

Le premier remède proposé dans [58] consiste donc à changer le solveur spatial. Dans
le cas des DF, ceci peut être réalisé en utilisant d’autres points que ceux du schéma
de Yee pour définir les différences. Dans [7], la méthode d’EF d’Assous [7] est modifiée
dans ce but. Ce point de vue est satisfaisant vis-à-vis de l’approximation du problème
physique, mais il est difficile à implémenter (notamment pour maintenir les propriétés
géométriques du schéma de Yee comme celles qui permettent d’avoir la conservation de
la charge).

On préfère utiliser une autre méthode en général, qui évite de changer de solveur de
Maxwell. Elle consiste à utiliser un filtre pour atténuer les ondes mal résolues, respon-
sables de l’apparition du rayonnement Cerenkov numérique. Si on introduit un filtre en
temps H(ω) dans une des deux équations de Maxwell dans le domaine de Fourier, la
relation de dispersion devient dans le cas du schéma de Yee
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(21)
Le filtre ne doit pas altérer la physique d’intérêt. En examinant cette relation de disper-
sion, il apparâıt que le filtre idéal n’est pas un filtre passe-bas (un filtre passe-bas consiste
à multiplier dans le domaine de Fourier par une fonction qui s’annule pour les grandes
valeurs de k, et vaut 1 pour les petites valeurs de k: les composantes de courtes lon-
gueurs d’onde sont donc mises à zéro complètement). Il est caractérisé par une réponse
d’amplitude |H(ω)| constante, à l’inverse d’un filtre passe-bas, laissant passer toutes les
longueurs d’onde. La réponse de phase en revanche devrait être nulle pour les grandes
longueurs d’onde et augmenter aux courtes longueurs d’onde, afin d’atténuer les ondes
qui se propagent trop lentement. En effet, une réponse de phase non nulle introduit une
partie imaginaire dans ω, qui avec le bon signe, correspond à une atténuation. Ce filtre
idéal n’est donc pas un filtre passe-bas au sens strict mais il a quand même pour rôle
d’atténuer les courtes longueurs d’onde au cours du temps.

Le premier filtre discuté dans [58] est le filtre de Godfrey [56]. Il est implémenté comme
une modification du schéma en temps. En observant les réponses d’amplitude et de phase
pour ce filtre, on observe qu’il est assez éloigné du filtre idéal. En particulier, il a une
réponse de phase non nulle à toutes les longueurs d’onde, atténuant les ondes dans la
partie du spectre qui a un intérêt physique.

Le second filtre présenté est celui de Friedman [55], qui est plus proche du filtre idéal et
a l’avantage de garder un schéma en temps explicite.

Il ressort toutefois de l’article de Greenwood [58] qu’il doit être possible de faire mieux
pour se rapprocher des propriétés du filtre idéal mis en évidence. D’un autre côté, il
est intéressant de noter que l’utilisation de ce filtre idéal revient à ajouter de la dissi-
pation numérique. La plupart des solveurs Maxwell, comme le schéma de Yee, ne sont
pas dissipatifs. Un solveur de Maxwell légèrement dissipatif pourrait donc jouer ce rôle,

24



sans avoir à faire appel à un filtre externe (cette possibilité est discuté plus en détail p28).

2.2.6 Problème de conservation de la charge

Le problème de la conservation de la charge a été analysé récemment dans la thèse
de R.Barthelmé [11]. Dans le cas continu, nous avons rappelé en introduction que si les
conditions initiales vérifient les contraintes de divergence, et si l’équation de conservation
de la charge

∂ρ

∂t
+ divJ = 0, (22)

est vérifiée au cours du temps, alors les contraintes de divergence sont automatiquement
vérifiées à l’intérieur du domaine et pour tout temps. Dans le cas discret, les contraintes
de divergence sont aussi exactement vérifiées si l’équation de conservation de la charge
discrète est vérifiée,

∂ρh

∂t
+ divhJh = 0. (23)

et à condition que les opérateurs discrets vérifient la relation d’algèbre vectorielle

divhroth = 0. (24)

Ces conditions peuvent ne pas être remplies exactement, mais il est nécessaire que les
contraintes de divergence soient prises en compte par un moyen ou par un autre, de
sorte qu’elles soient vérifiées au moins approximativement au cours de la simulation.
Avec le schéma de Yee, les opérateurs discrets vérifient bien cette propriété (24). Ainsi,
la conservation de la charge ne dépend que des algorithmes définissant les densités de
charge et de courant sur le maillage. Classiquement, la même méthode d’interpolation
(spline d’ordre 0 ou 1) est utilisée pour répartir la charge et le courant. Cependant,
l’équation de conservation de la charge n’est qu’approximativement satisfaite dans ce
cas. En effet, en général, les projections sur les splines ne vérifient pas l’équation de
continuité (22). La contrainte de divergence ∇· ǫE = ρ n’est alors plus assurée, pouvant
conduire dans certaines simulations à des résultats non physiques.

Pour illustrer cela, nous reprenons l’argument simple de Munz et al [92]. Bien que l’er-
reur commise à chaque pas de temps soit petite, ces erreurs s’accumulent et des calculs
en temps longs deviennent erronnés. En effet, |divǫE − ρ| peut crôıtre arbitrairement:
supposons que ∂tρ + divJ = a pour tout t, où a est une petite constante non nulle.
Ceci signifie que l’erreur est petite à chaque pas de temps, mais ne se compense pas en
changeant de signe de temps en temps. Alors, en prenant la divergence de l’équation
d’Ampère div(ǫ∂tE − rotH) = −divJ , nous obtenons ∂t(divǫE − ρ) = −a. Comme
∇ · ǫE = ρ à t = 0, intégrer en temps implique divǫE − ρ = −at. Donc, même si a est
petit, quand t devient assez grand, l’erreur sur la contrainte de divergence peut devenir
grande.
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Une première méthode pour remédier à cela consiste à utiliser un algorithme de répartition
du courant qui assure la conservation de la charge à partir de la répartition de la charge.
La thèse de Barthelmé compare différentes méthodes qui appliquent ce principe. La
méthode de Villasenor-Buneman [120] est valable pour des splines d’ordre 1 sur un
maillage régulier. Barthelmé l’étend à tous les ordres de splines, ainsi qu’à une interpo-
lation linéaire sur maillage non uniforme. Elle présente les méthodes d’Esirkepov [51] et
de Umeda [118], qui sont plus récentes, et étend la seconde à l’ordre 2.

Une comparaison des méthodes à l’ordre 1 est effectuée. Les résultats sont similaires
pour les trois méthodes et ne permettent pas d’en choisir une en particulier. Le traite-
ment des bords est un problème ouvert pour les méthodes de Villasenor-Buneman et de
Umeda quand on veut passer à l’ordre 2. En revanche, pour la méthode d’Esirkepov, le
passage à l’ordre deux est possible bien que l’implémentation soit délicate (il faut re-
passer à l’ordre 1 aux bords). Cette méthode présente également l’avantage de pouvoir
être appliquée avec des fonctions d’interpolation de forme quelconque.

Au final, l’utilisation d’un algorithme conservant la charge est possible avec le schéma
de Yee car les splines d’ordre quelconque sont connues sur maillage régulier. Mais pour
des solveurs de Maxwell d’ordre élevé basés sur des maillages non uniformes, seule la
méthode d’Esirkepov peut être utilisée avec des fonctions d’interpolation de forme quel-
conque.

La seconde méthode consiste à corriger l’équation d’Ampère de sorte que le champ
électrique vérifie la loi de Gauss. La première et la plus courante des corrections utilisées
dans les solveurs PIC est la correction de Boris [21]. Elle consiste à modifier la partie
irrotationnelle de E

Ecorrigé = E − gradφ, (25)

où φ est défini par
divǫEcorrigé = ρ ⇐⇒ ∆φ = divǫE − ρ, (26)

et φ = 0 aux bords du domaine. Cette méthode fonctionne très bien, mais elle nécessite
de résoudre un laplacien à chaque pas de temps (ou de temps en temps), ce qui peut
être coûteux. Une alternative est la correction de Marder [84]. Elle consiste à introduire
un pseudo-courant dans l’équation d’Ampère et à calculer au temps tn+1:

En+1

corrigé
= Ecorrigé + ∆t grad[d(divǫEn − ρn)], (27)

où le paramètre de diffusion d doit satisfaire

d ≤ 1

2∆t

( ∆x2∆y2

∆x2 + ∆y2

)

(28)

pour assurer la stabilité de la méthode. Langdon [81] a proposé une amélioration qui
tient compte de l’erreur sur la contrainte de divergence à l’instant tn+1 au lieu de tn. Il
montre que sa méthode est alors équivalente à effectuer une itération de l’algorithme de
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Jacobi pour inverser le laplacien dans la méthode de Boris.

Plus récemment, Munz et al [90] ont généralisé cette idée de correction en remar-
quant que les méthodes de Boris et de Marder correspondaient à une reformulation des
équations de Maxwell, avec un multiplicateur de Lagrange généralisé pour la contrainte
de divergence sur le champ électrique

ǫ
∂E

∂t
−∇×H + ∇φ = −J , (29)

µ
∂H

∂t
+ ∇×E = 0, (30)

g(φ) + ∇ · (ǫE) = ρ, (31)

∇ · (µH) = 0, (32)

où g est un opérateur différentiel linéaire. Le multiplicateur de Lagrange φ vérifie

∂g(φ)

∂t
− ∆φ =

∂ρ

∂t
+ divJ . (33)

Ainsi, φ est nul lorsque l’équation de conservation de la charge est satisfaite, et on re-
trouve les équations de Maxwell classiques. La correction de Boris correspond à g(φ) =
0 et celle de Marder à g(φ) = φ/d. On parle alors respectivement de formulation
hyperbolique-elliptique et hyperbolique-parabolique des équations de Maxwell à cause
du type d’équation vérifiée alors par φ. Les auteurs [90] proposent une formulation pure-
ment hyperbolique en choisissant g(φ) = 1

χ2

∂φ
∂t

, φ vérifiant alors l’équation des ondes, et χ
étant un paramètre à choisir. L’implémentation numérique de cette version est toutefois
délicate, car il faut laisser s’échapper les ondes contenant l’erreur sur la conservation
de la charge, en imposant une condition d’onde sortante aux bords du domaine, par
exemple

∂φ

∂t
+ c

∂φ

∂n
= 0. (34)

Les comparaisons effectuées dans la thèse de R.Barthelmé [11] montrent que les différentes
méthodes de prise en compte de la conservation de la charge (sauf la correction hyper-
bolique qui n’a pas été implémentée) sont effectives pour cela. En revanche, les tests
numériques n’ont pas permis de conclure sur une méthode plutôt qu’une autre, les
résultats étant quasiment identiques. Il est confirmé que le passage à l’ordre 2 réduit en
effet l’erreur. Toutefois, il est constaté que les méthodes calculant le courant en assurant
la conservation de la charge ont un bruit numérique un peu plus important.

Jacobs et Hesthaven [73] ont de leur côté choisi de comparer la correction classique de
Boris et la correction hyperbolique dans leur méthode PIC avec un solveur GD. Dans le
premier cas, l’équation de Poisson est résolue par une méthode GD consistante avec la
résolution des champs. Dans le second cas, la correction est incluse dans la résolution des
équations de Maxwell par GD, le tout formant un système purement hyperbolique. Les
calculs montrent qu’il faut choisir le paramètre χ assez grand pour assurer une approche
robuste (χ > 10). Alors, la correction hyperbolique devient plus chère que la correction
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elliptique, ce qui limite son intérêt (le coût augmente à cause du pas de temps qui est
d’autant plus petit que χ est grand à cause de la condition CFL). Dans le corps de
l’article, les auteurs constatent que cette correction améliore la qualité des résultats, par
exemple avec χ = 10 (réduction du bruit numérique notamment). Mais ils concluent que
les deux corrections donnent une précision comparable et que pour appliquer la correc-
tion hyperbolique efficacement, il faudrait utiliser une méthode en temps implicite.

2.2.7 Maillage et raffinement

Il semble important de souligner ici l’importance d’un maillage régulier pour limiter le
coût de la méthode PIC. En effet, la souplesse et la flexibilité pour résoudre les équations
de Maxwell dans des géométries complexes tendent à nous faire choisir des maillages non
structurés. Cependant, on gagne en efficacité en utilisant un maillage régulier ou en cou-
plant avec du structuré quand c’est possible. La première raison à cela est le coût de la
localisation des particules dans le maillage non structuré. La deuxième raison concerne
les fonctions d’interpolation: un maillage régulier permet l’utilisation de splines d’ordre
élevé, alors que l’on ne sait pas les construire pour des maillages non uniformes. On peut
alors utiliser moins de particules par maille pour une même précision.

La modélisation de géométries complexes implique également souvent l’utilisation de
techniques de raffinement temporel ou spatial pour décrire des détails. Les méthodes de
raffinement spatial sont employées pour les solveurs de Maxwell. La difficulté est liée à
la représentation des macro-particules sur des maillages raffinés. En effet, l’optimisation
des méthodes d’interpolation pour un ordre d’erreur donné sur de tels maillages reste
un sujet de recherche.

2.2.8 Filtrages

On a vu que pour éliminer l’effet Cerenkov numérique, une possibilité est de filtrer la
solution des équations de Maxwell pour modifier la relation de dispersion. De façon plus
générale, l’utilisation de techniques de filtrage est assez répandue dans la communauté
de simulation numérique en physique des plasmas.

Il est courant de filtrer les plus courtes longueurs d’onde, qui sont les plus mal résolues
à cause de la dispersion numérique. Cela permet également d’atténuer le bruit de la
méthode PIC discuté plus haut, ou au moins sa composante haute fréquence. Ce sont
donc dans ce cas des filtres passe-bas qui sont choisis. Ils sont appliqués soit directement
dans le domaine fréquentiel, soit dans le domaine physique. Dans le deuxième cas, on
parle de filtre digital. On peut se référer à Birdsall et Langdon sur ces filtres [13].

Ces filtres sont des moyens d’optimisation empirique des simulations. Ils reviennent
finalement à supprimer ou atténuer les hautes fréquences soit en seuillant (de façon
régulière) ces composantes dans le domaine de Fourier, soit en leur ajoutant de la dissi-
pation. Le point de vue pragmatique de ceux qui utilisent de tels filtres peut être résumé
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comme suit. L’équation de Vlasov est obtenue en lissant les effets individuels et de pe-
tite échelle pour ne s’intéresser qu’aux effets collectifs. La physique d’intérêt se situe
donc aux grandes longueurs d’onde. L’introduction du maillage dans la méthode PIC
a également pour conséquence de lisser les phénomènes de taille inférieure à la maille.
L’application des fonctions de forme pour répartir la charge et le courant des macro-
particules sur le maillage correspond également à un filtrage passe-bas. Par conséquent,
l’utilisation d’un filtre supplémentaire ne dénature pas la modélisation et les approxi-
mations effectuées. Elle cherche simplement à nettoyer la solution en réduisant le bruit
de manière artificielle. Le filtrage réalisé par les fonctions de forme va dans ce sens, mais
n’est pas le meilleur. L’application d’un filtre spécifique est plus efficace. Celui-ci doit
réduire au minimum l’erreur qu’il introduit aux grandes longueurs d’onde, et quasiment
éliminer les plus courtes longueurs d’onde.

Si les filtres les plus courants consistent à seuiller les grands nombres d’onde, plus ou
moins régulièrement dans le spectre de Fourier, d’autres techniques peuvent être en-
visagées. En particulier, seuiller dans une base d’ondelettes permet d’atténuer les plus
petites échelles dans des zones localisées du domaine. L’utilisation de filtres stochas-
tiques est une autre possibilité.

Le filtre doit être appliqué de préférence aux sources ρ et J des équations de Maxwell,
plutôt qu’aux champs électrique et magnétique. La première raison est que pour espérer
obtenir des solutions de Maxwell avec un ordre élevé d’erreur, il faut que les sources soit
suffisamment régulières. La seconde raison est que dans nombre d’applications (dont les
faisceaux de particules), il existe des régions de l’espace vides de particules et où peut
apparâıtre un champ électromagnétique hautes fréquences. Si on filtre les champs, on
risque de filtrer au passage des phénomènes physiques. Il vaut mieux donc filtrer les
sources.

2.2.9 Analyses et tests numériques de convergence

Analyses de convergence

Nous n’allons pas chercher ici à faire le point sur les études réalisées à ce jour. Pour
cela, nous renvoyons le lecteur à la thèse de R.Barthelmé [11] et aux références qu’elle
donne. Leur intérêt pratique est modéré. En effet, les résultats sont obtenus pour des si-
tuations qui ne correspondent pas à l’utilisation pratique de ces méthodes PIC. De plus,
les ordres d’erreur font apparâıtre des constantes susceptibles d’être grandes. Toutefois,
il est intéressant de discuter un peu la forme des résultats obtenus.

Par exemple, Cottet et Raviart [40] ont traité le cas de Vlasov-Poisson en une dimension
d’espace et de vitesse avec des conditions aux limites périodiques, et lorsque les particules
sont initialement réparties uniformément dans l’espace des phases. On applique leur
résultat avec une spline d’ordre m comme fonction de forme. La résolution de l’équation
de poisson est supposée exacte. Le support de la spline est de largeur ǫ = (m + 1)∆x,
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où ∆x est la taille de la maille du solveur Poisson. Si on note β la distance entre les
particules dans l’espace des phases (elles sont réparties uniformément au départ), l’erreur
sur les trajectoires et sur le champ électrique est plus petite qu’une quantité de la forme

C(ǫ2 +
βm+1

ǫm
). (35)

Pour nous permettre de faire quelques commentaires, nous supposons ce résultat opti-
mal, bien qu’il ne le soit certainement pas. Tout d’abord, on voit qu’il faut que les deux
paramètres ǫ et β soient tous les deux petits, c’est-à-dire que la taille de la maille tende
vers 0 et que le nombre de macro-particules tende vers l’infini. Mais il faut aussi que le
rapport β/ǫ reste borné pour obtenir la convergence. En fait, l’idée sous-jacente est que
si on raffine le maillage, il faut ajouter des macro-particules de sorte à avoir au moins
toujours autant de particules par maille. Si le nombre de particules par maille diminue,
on n’a pas forcément la convergence. Si le nombre de particules pour un maillage fixé
augmente, l’erreur diminue jusqu’à atteindre un plateau. Donc, pour un maillage donné,
il existerait un nombre de particules par maille optimal, au delà duquel la méthode coûte
plus cher pour une erreur du même ordre (conclusion à modérer par le fait qu’augmenter
ce nombre de particules par maille doit permettre de réduire le bruit quand même).

Une autre remarque que nous pouvons faire est que si l’ordre de la spline est augmentée
au-delà de deux, le deuxième terme, seulement, diminue. Ceci est dû à l’utilisation des
splines et leur propriété de positivité. De façon plus générale, l’utilisation de fonctions
de forme positives conduit à cette limitation.

Ce résultat théorique soulève donc une question: l’ordre global d’erreur est-il limité à
l’ordre 2 lorsque l’on utilise des splines d’ordre élevé? Et, concernant la résolution des
équations de Maxwell, il en résulte que l’on peut légitimement se demander s’il est bien
utile de chercher à monter en ordre au-delà de 2 (qui est obtenu par le schéma de Yee).
Comme on l’a dit, ces résultats théoriques doivent être considérés avec recul. Quoiqu’il
en soit, même si l’ordre global d’erreur est limité à 2, la montée en ordre pour le solveur
Maxwell est quand même bénéfique grâce à la réduction de la dispersion numérique.
De même, la montée en ordre pour les étapes d’interpolation est bénéfique car le bruit
numérique est atténué [1]. Une limitation plus grande en pratique sur l’ordre des fonc-
tions d’interpolation est la gestion des bords du domaine.

Tests numériques

R.Barthelmé a effectué quelques tests numériques de convergence que nous résumons
[11]. Le problème résolu est Maxwell-Vlasov (non relativiste) en 4D (2D spatial, 2D
vitesse) avec conditions aux limites périodiques. La fonction de distribution initiale est
uniforme en espace et bi-maxwellienne en vitesse. Le méthode PIC utilise le schéma de
Yee sur un maillage régulier et les fonctions de forme sont des splines d’ordre 1 ou 2.
Elle est initialisée par une méthode “quiet start”.

A l’ordre 1, comme à l’ordre 2, et pour un maillage fixé, l’erreur sur la densité de courant
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décrôıt en N−0.86, où N est le nombre total de macro-particules. L’erreur est mesurée à
un temps petit. On constate que le taux de convergence est intermédiaire entre le taux
1/N du “quiet start” initial, et 1/

√
N correspondant à une dépendance stochastique. Ce

test indique que le passage à la spline d’ordre 2 n’améliore pas la vitesse de convergence,
mais l’erreur devient un peu plus faible.

Un deuxième test sur cet exemple a consisté, pour un nombre fixé de particules par
maille, à raffiner le maillage. On observe que l’erreur moyenne ne diminue pas, alors que
l’on utilise un plus grand nombre total de particules. En revanche, les fluctuations sont
plus faibles pour un maillage plus fin. Ce test confirme le rôle déterminant du nombre
de particules par maille. A l’instar des résultats théoriques précédents, retenons qu’il
ne suffit pas de rajouter des particules mais qu’il faut conjointement raffiner le maillage
pour diminuer l’erreur moyenne.

2.3 Conclusions sur le solveur PIC en vue du choix du solveur
Maxwell

En conclusion à cette section sur le solveur PIC, nous résumons les points discutés en
vue du choix du solveur Maxwell.

La méthode PIC produit des résultats bruités. Le bruit numérique a une forte com-
posante aléatoire (introduite soit dès l’initialisation, soit au cours de la dynamique des
macro-particules). Il trouve essentiellement sa source dans la discrétisation de la fonction
de distribution en masses de Dirac d’une part (macro-particules), et la dépendance des
macro-particules au maillage d’autre part. Pour limiter la première source de bruit, il n’y
a pas grand chose d’autre à faire que d’augmenter le nombre de macro-particules. Pour
réduire la dépendance au maillage, qui se traduit en partie par le phénomène d’aliasing,
l’utilisation de maillages irréguliers est un avantage par rapport aux maillages réguliers
plus sensibles à l’aliasing. A l’opposé, un maillage régulier a l’avantage d’autoriser l’em-
ploi de la famille des splines pour effectuer les étapes d’interpolation. On peut ainsi
augmenter l’ordre des splines pour réduire l’aliasing.

Cependant, l’aliasing peut et doit surtout être réduit en choisissant convenablement
les paramètres numériques pour discrétiser la fonction de distribution du problème qui
nous intéresse. En particulier, le choix d’un pas d’espace trop grand par rapport à la
longueur de Debye peut mener à une instabilité numérique induisant un fort chauf-
fage numérique. Si c’est le cas, une augmentation exponentielle de l’énergie cinétique
se produit temporairement car le chauffage entrâıne l’augmentation de la longueur de
Debye et le “plasma numérique” se stabilise. En situation stable, l’énergie cinétique
augmente linéairement avec le temps. La plupart des solveurs Maxwell conservent une
énergie électromagnétique discrète. Donc, pour eux, l’énergie totale devrait augmenter
linéairement en temps. L’emploi d’un solveur Maxwell légèrement dissipatif (de façon
contrôlée) peut venir seulement compenser la perte d’énergie cinétique, de sorte à mieux
conserver l’énergie totale. De plus, l’ajout de la dissipation peut contribuer à diminuer
le bruit numérique.
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Cependant, pour des applications où il existe des régions de l’espace ne contenant pas
de particules, l’ajout de cette dissipation sur le calcul des champs peut être néfaste.
Dans ces régions, on préfère avoir un solveur qui conserve l’énergie, il faut donc pou-
voir choisir la présence ou non de dissipation dans le solveur Maxwell selon la région
de l’espace. Quoiqu’il en soit cela ne peut pas remplacer l’emploi d’un filtre pour lisser
les sources ρ et J des équations de Maxwell. En effet, effectuer le calcul des champs à
partir de données bruitées ne peut que se répercuter sur les champs. Il est indispensable
de “nettoyer” les sources pour espérer obtenir un ordre d’erreur élevé sur les champs.

Le choix d’un solveur Maxwell d’ordre élevé permet de réduire l’erreur de dispersion.
Avoir des sources débruitées et régularisées est une condition nécessaire pour obtenir
l’ordre élevé sur l’erreur globale. Mais il faut aussi que les étapes d’interpolation soient
du même ordre d’erreur pour que l’ensemble “dynamique des particules et calcul des
champs” soit consistant à cet ordre. Or, le passage à des interpolations d’ordre élevé reste
un sujet de recherche à poursuivre, notamment sur des maillages quelconques, même si
des solutions existent déjà. Il est indispensable en particulier de préserver l’ordre élevé
aux bords du domaine, avec une implémentation efficace. Par conséquent, il ne faut pas
s’attendre à ce que le choix d’un solveur Maxwell d’ordre élevé améliore nettement la
précision globale à court terme. En revanche, la réduction de la dispersion apporte un
avantage certain.

L’absence d’autoforce lorsque l’on utilise le solveur DF de Yee et des étapes d’inter-
polation identiques n’est pas un critère déterminant. En effet, bien que cette autoforce
existe a priori sur un maillage non uniforme, sa contribution est faible par rapport aux
autres sources d’erreur du moment que l’on utilise suffisamment de particules par maille.

L’effet Cerenkov numérique doit être pris en compte pour des applications où des par-
ticules très rapides se propagent. L’idéal pour l’éviter est le choix d’un solveur ayant
une courbe de dispersion qui approche la courbe exacte par dessus. Sinon, une méthode
d’ordre élevé repousse quoiqu’il arrive le risque en réduisant l’erreur de dispersion. En
revanche, si on choisit une méthode d’ordre peu élevé (comme le schéma de Yee) qui ap-
proche la courbe par-dessous (les ondes électromagnétiques calculées se propagent moins
vite que la lumière), l’emploi d’un filtre approprié est possible mais il reste à déterminer
si on ne veut pas qu’il agisse trop sur les phénomènes physiques d’intérêt.

La conservation de la charge a un impact essentiel sur la dynamique des particules.
Par conséquent, il est indispensable de la vérifier. Certains solveurs Maxwell la vérifient
exactement. Dans ces cas, il peut suffir de choisir un algorithme pour répartir le cou-
rant sur le maillage qui conserve la charge. Encore une fois, c’est une étape difficile dès
que l’on veut monter en ordre et/ou utiliser un maillage quelconque. Un moyen plus
général consiste à corriger les champs pour que la conservation soit satisfaite. Cela re-
vient à résoudre les équations de Maxwell dans une formulation généralisée, qui prend en
compte la condition sur la divergence du champ électrique par l’intermédiaire d’un mul-
tiplicateur de Lagrange. En conclusion, dans une méthode PIC, il faut nécessairement

32



faire quelque chose pour forcer la conservation de la charge quelque soit le solveur Max-
well: ce n’est donc pas un critère discriminant pour le choix du solveur.

L’efficacité des différentes étapes sur un maillage cartésien est loin d’être négligeable.
Ceci est renforcé par l’efficacité du solveur de Yee pour Maxwell. Il en résulte que la
possibilité de se coupler aisément avec le schéma de Yee sur un maillage structuré est un
avantage à prendre en compte pour le solveur Maxwell. A plus long terme, si toutes les
étapes peuvent effectivement être d’ordre élevé et que le raffinement de maillage est bien
géré pour le solveur Maxwell comme le solveur PIC, alors cette conclusion pourra être
mise en balance. En effet, une méthode d’ordre élevé permet de choisir de plus grandes
mailles et peut revenir à un coût similaire ou meilleur qu’une méthode d’ordre peu élevé
sur un maillage plus fin (c’est évidemment vrai pour Maxwell seul, mais plus difficile
pour Maxwell-Vlasov car les mailles ne peuvent pas être trop grandes par rapport à la
longueur de Debye).

3 Présentation des différentes méthodes de résolution

des équations de Maxwell

3.1 Méthodes de différences finies

3.1.1 Schéma de Yee

Le papier original de Yee date des années 60 [125]. Ce schéma a été très largement
employé, d’une part à cause de ses qualités, décrites dans le paragraphe ”propriétés
principales” ci dessous, et de sa facilité d’utilisation. Une référence assez complète sur
l’utilisation et les développements de la méthode est l’ouvrage de Taflove [115].

Formulation

Le schéma discrétise les équations de Maxwell (4)-(5), écrites sous la forme d’un système
du premier ordre en temps. Les contraintes de divergence ne sont pas traitées explicite-
ment, mais le schéma discret les préserve au cours du temps.

Maillage

Le maillage est structuré et orthogonal dans la méthode initiale (des maillages composés
de rectangles en 2D ou de parallélépipèdes en 3D).

Discrétisation spatiale

Les inconnues du problème sont les composantes des champs en certains points de deux
maillages décalés d’un demi-pas d’espace dans chaque direction. Les composantes du
champ électrique E sont calculées au centre des arêtes du premier maillage, tandis que
les composantes du champ magnétique H sont calculées au centre des faces du maillage
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Fig. 5 – Degrés de liberté pour les DF de Yee.

décalé. La configuration des degrés de liberté en 3D est représentée sur la Figure 5.

Chacune des équations scalaires du système (4)-(5) est discrétisée en remplaçant les
dérivées partielles par des différences finies basées sur les inconnues décrites ci-dessus.
Par exemple, la première de ces équations discrétisées s’écrit

ǫ
∂(Ex)i+1/2,j,k

∂t
− 1

∆y

(

(Hz)i+1/2,j+1/2,k − (Hz)i+1/2,j−1/2,k

)

+
1

∆z

(

(Hy)i+1/2,j,k+1/2 − (Hy)i,j,k−1/2

)

= −(Jx)i+1/2,j,k, (36)

où les indices (i,j,k) correspondent aux inconnues évaluées à la position (i∆x,j∆y,k∆z)
du premier maillage.

Discrétisation temporelle

Comme pour la discrétisation en espace, le schéma en temps consiste à remplacer les
dérivées en temps par des différences finies de type saute-mouton. La version complètement
dicrétisée de l’équation précédente s’écrit donc

ǫ

∆t

(

(Ex)
n+1
i+1/2,j,k − (Ex)

n
i+1/2,j,k

)

− 1

∆y

(

(Hz)
n+1/2
i+1/2,j+1/2,k − (Hz)

n+1/2
i+1/2,j−1/2,k

)

+
1

∆z

(

(Hy)
n+1/2
i+1/2,j,k+1/2 − (Hy)

n+1/2
i,j,k−1/2

)

= −(Jx)
n+1/2
i+1/2,j,k, (37)

où l’exposant n indique que la fonction est évaluée à l’instant n∆t.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites sont implémentées en approchant les opérateurs de dérivée
par leur équivalent discret.

Les conditions absorbantes type PML (Perfectly Matched Layer) ont été définies initia-
lement pour les différences finies (voir [115] pour différentes implémentations).
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Propriétés principales

L’erreur de la méthode est d’ordre deux en espace et en temps.

Elle est stable sous une condition CFL. En particulier, le schéma conserve une énergie
électromagnétique discrète dans le cas de conditions aux limites de type conducteur
parfait.

L’expression de la dispersion numérique a été donnée dans la section sur l’effet Cerenkov
numérique (équation (19)). L’erreur est d’ordre 2 dans la limite des faibles nombres
d’onde. Un développement limité de la relation de dispersion numérique en 3D s’écrit

ω2 = |k|2c2(1 + |k|2∆x2(
ν2

36
− 1

12
) +O(|k|4∆x4)), (38)

pour des ondes se propageant le long des axes du maillage cartésien (le paramètre ν est
le rapport ∆t/∆x). C’est la direction où l’erreur est la plus grande. A l’opposé, pour
une diagonale cubique, un développement limité donne

ω2 = |k|2c2(1 + |k|2∆x2(
ν2

36
− 1

36
) +O(|k|4∆x4)). (39)

En particulier, l’erreur est d’ordre 4 pour le nombre de Courant optimal ν = 1, corres-
pondant à la limite de stabilité. Si on choisit un pas de temps plus petit, l’erreur de
dispersion augmente. Une erreur d’anisotropie est donc présente (l’erreur de dispersion
dépend de la direction des ondes). En revanche la méthode n’est pas dissipative.

Elle respecte exactement les contraintes de divergence si celles-ci sont vérifiées à l’instant
initial et si les sources vérifient l’équation de conservation de la charge. Ceci est dû
notamment au fait que les opérateurs différentiels discrets associés à ce schéma vérifient
l’équivalent discret de la propriété d’algèbre vectorielle

divhroth = 0. (40)

Le schéma est explicite et ne nécessite donc pas d’inverser un système linéaire à chaque
pas de temps.

De plus, l’utilisation de maillages cartésiens évite les difficultés et le coût associés à la
gestion du maillage. En particulier, la localisation des particules est très rapide.

3.1.2 Variantes et extensions

On peut construire des méthodes d’ordre supérieur, qui utilisent des molécules de DF
ayant plus d’inconnues pour représenter les dérivées [35]. La difficulté réside alors dans
la gestion des conditions aux bords.

L’une des principales limitations de la méthode provient d’une mauvaise représentation
des frontières lorsque celles-ci ne sont pas dans une des directions du maillage. La
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représentation en marches d’escalier d’une diagonale ou d’une courbe entrâıne la perte de
l’ordre 2 de la méthode. Pour remédier à cela, une première technique consiste à raffiner
pour améliorer la description de la frontière. Mais le raffinement conduit à un nombre
très important de degrés de liberté, faisant perdre à la méthode son avantage en effica-
cité. Par exemple, des maillages en λ/40 sont couramment utilisés. Une autre technique
a été développée pour résoudre ce problème. Il s’agit d’une interpolation spécifique sur
les mailles de bord qui permette de garder l’ordre de la méthode [48]. Cette technique
est employée par exemple dans les codes commerciaux comme Microwave Studio [85] ou
Magic [57].

Il a été prouvé que le schéma de Yee reste d’ordre deux sur des rectangles ou des pa-
rallélépipèdes [87]. De façon plus générale, il est possible d’étendre la méthode à des
maillages non orthogonaux, tout en respectant les propriétés géométriques présentes
dans le schéma de Yee. Les travaux d’Hyman et Shashkov [70] parlent de “Mimetic
Finite Difference”. Cet axe de recherche permet de construire des méthodes de DF res-
pectant l’algèbre vectorielle, et dont le schéma de Yee serait un cas particulier.

Une extension importante pour regagner de la souplesse consiste à raffiner localement
le maillage en espace et/ou en temps. C’est notamment l’objet du travail de thèse de
Fouquet [54].

Notons enfin la possibilité d’utiliser des DF qui ne sont pas contraintes d’avoir la même
compatibilité géométrique que le schéma de Yee pour vérifier les contraintes de diver-
gence. En effet, en utilisant une formulation au second ordre obtenue dans [76], Ricci et
al. [105] ont développé un code Maxwell-Vlasov avec un solveur DF implicite.

3.2 Méthodes de volumes finis

3.2.1 Méthode de Hermeline

C’est une extension du schéma de Yee pour des maillages non orthogonaux. La méthode
est décrite en détail dans l’article original de Hermeline [62].

Formulation

Nous présentons la formulation en 2D, pour le mode transverse électrique. La méthode
s’étend aussi au 3D, mais les difficultés liées au maillage la restreignent en pratique
au 2D. Etant donnés un maillage primal en triangles et son maillage dual orthogonal,
dits de Delaunay-Voronöı, nous considérons le flux de l’équation d’Ampère à travers la
frontière des triangles de Delaunay ∂D du maillage primal, nous intégrons l’équation de
Faraday sur les polygones de Voronöı V du maillage dual, et nous intégrons l’équation
de Gauss pour E sur les triangles de Delaunay D

∫

∂D

ǫ
∂E

∂t
· nDdl −

∫

∂D

∇×Hz ·nDdl = −
∫

∂D

J · nDdl, (41)
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Fig. 6 – Maillage Delaunay-VoronoÏ et maille des VF de Hermeline.

∫

V

µ
∂Hz

∂t
dx+

∫

V

∇×Edx = 0, (42)
∫

D

∇ · ǫEdx =

∫

D

ρdx, (43)

où E = (Ex,Ey) et ∇×Hz = (∂Hz

∂y
,− ∂Hz

∂x
). A l’aide des formules de Stokes et d’Ostro-

gradskii et en tenant compte du fait que le vecteur normal nD pour D correspond au
vecteur tangentiel τ V pour V , nous obtenons la formulation

∂

∂t

(

∫

∂D

ǫE · τ V dl
)

−
∫

∂D

∇Hz · τDdl = −
∫

∂D

J · nDdl, (44)

∂

∂t

(

∫

V

µHzdx
)

+

∫

∂V

E · τ V dx = 0, (45)
∫

∂D

ǫE · τ V dx =

∫

D

ρdx. (46)

Si l’équation de conservation de la charge est vérifiée au niveau discret, l’équation de
Gauss discrète est une conséquence de la loi de Faraday discrétisée; elle peut alors être
retirée. De plus, nous ne considérons que des coefficients ǫ et µ constants par maille de
Voronöı.

Maillage

Un maillage primal constitué de triangles est complété par son maillage dual où les
sommets sont les intersections des médiatrices des triangles du maillage primal. Ce type
de maillage est dit Delaunay-Voronöı (voir Figure 6).

Discrétisation spatiale

La discrétisation consiste à prendre comme inconnues les composantes tangentielles du
champ électrique E · τ V = E · nD considérées constantes sur les arêtes associées aux
maillages primal et dual, ainsi que la moyenne de Hz sur les polygones du maillage dual.
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Discrétisation temporelle

Le schéma saute-mouton est utilisé comme pour le schéma de Yee.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites de type conducteur parfait sont prises en compte aisément
dans la formulation intégrale. Une condition absorbante simple (absorption des ondes
normales à la frontière) peut être implémentée sans rien faire de particulier, comme
présentée dans [62]. Puisque la méthode se ramène au schéma de Yee sur un maillage
cartésien, une condition PML peut très bien être utilisée.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre deux dans les expériences numériques, mais seul l’ordre un est
prouvé.

Elle est stable sous une condition CFL. En particulier, le schéma conserve une énergie
électromagnétique discrète dans le cas de conditions aux limites de type conducteur
parfait.

Pour un maillage primal rectangulaire, la méthode redonne le schéma de Yee. L’analyse
de dispersion sur maillage régulier est donc la même.

Elle respecte exactement les contraintes de divergence.

Elle est explicite et ne nécessite donc pas d’inverser un système linéaire à chaque pas de
temps.

La formulation nécessite que les normales et les tangentes des côtés des différentes mailles
correspondent. C’est pour cette raison qu’il faut que les maillages soient Delaunay-
Voronöı. Une évolution récente de la méthode permet d’éviter cette contrainte, au prix
de la résolution simultanée de deux systèmes discrets de Maxwell, obtenus en inversant
le rôle des maillages primal et dual [63].

3.2.2 Méthode de Remaki

Cette méthode est simplement l’application de méthodes classiques de VF au système
(4)-(5), vu comme une loi de conservation.Nous la nommons ainsi du fait de l’application
de telles méthodes pour les équations de Maxwell par Remaki à l’Inria [104].

Formulation

Les lois de Faraday et d’Ampère sont écrites en faisant apparâıtre un opérateur de
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divergence à la place du rotationnel

ǫ
∂E

∂t
+

3
∑

i=1

∂

∂xi

(−ei ×H) = −J , (47)

µ
∂H

∂t
+

3
∑

i=1

∂

∂xi

(ei ×E) = 0, (48)

(49)

où les ei sont les vecteurs unitaires de la base cartésienne. En intégrant ces équations
sous forme conservative sur chaque maille et après une intégration par parties, nous
obtenons

∫

K

ǫ
∂E

∂t
dx−

∫

∂K

(H × n)ds = −
∫

K

Jdx, (50)

∫

K

µ
∂H

∂t
dx+

∫

∂K

(E × n)ds = 0. (51)

Notons qu’une autre façon d’obtenir cette formulation est de multiplier les équations de
Maxwell par une fonction test, d’intégrer, d’effectuer une intégration par parties pour
passer le rotationnel sur la fonction test, puis de choisir comme fonction test la fonction
caractéristique de la maille.

Maillage

Le maillage peut être quelconque.

Discrétisation spatiale

Les inconnues sont les moyennes des champs sur chaque maille. Elles sont localisées au
centre des mailles. Aux frontières inter-éléments, il faut donc faire un choix pour bien
définir les termes de bords de la formulation: le choix du flux numérique détermine la
méthode VF. Une possibilité est d’utiliser le schéma de Godunov, qui consiste à résoudre
de façon approchée un problème de Riemann à chaque interface [104]. D’autres choix
sont possibles, comme le schéma centré ou le schéma décentré amont.

Discrétisation temporelle

Elle est au choix parmi les méthodes classiques dont les schémas d’Euler, Runge-Kutta
ou saute-mouton par exemple.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites de type conducteur parfait ou les conditions absorbantes de
type Silver-Muller s’écrivent facilement en termes de flux à travers les frontières des
mailles de bord. La difficulté peut provenir alors de la résolution d’un demi problème de
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Fig. 7 – Relation de dispersion ω∆x
c

en fonction de K = k∆x pour la méthode de Remaki
avec des flux centrés. En rouge (trait pointillé): problème continu; en bleu (trait plein):
problème discrétisé. Seul le cadran positif est montré; on obtient les autres courbes par
simples symétries par rapport aux deux axes.

Riemann à la frontière [104]. On peut implémenter également une condition PML avec
des VF centrés par maille [107].

Propriétés principales

Sur un maillage régulier, le schéma centré est d’ordre deux. Les schémas décentré et de
Godunov sont d’ordre un.

Tous ces schémas sont stables sous une condition CFL. Le schéma centré conserve
l’énergie électromagnétique discrète.

L’erreur de dispersion est d’ordre deux. La courbe de dispersion pour le schéma centré
est donnée à la figure 7. Pour le schéma décentré, l’erreur de dispersion est dominée par
l’erreur de dissipation (d’ordre 1): la méthode est alors diffusive.

Les contraintes de divergence ne sont pas prises en compte explicitement par la méthode.
Elles sont vérifiées à l’ordre d’erreur de la méthode.

La méthode est explicite et ne nécessite donc pas d’inverser un système linéaire à chaque
pas de temps.

3.2.3 Variantes et extensions

La méthode VF de Hermeline, basée sur un maillage spécifique, ne peut pas être étendue
à des ordres supérieurs. On peut en revanche monter en ordre pour la méthode VF de
Remaki. Un point de vue naturel consiste à considérer cette méthode comme un cas
particulier de méthodes GD, qui sont analysées dans la suite.

Une variante de VF, outre ces deux références, est la méthode de Munz et ses collabo-
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rateurs [89]. De façon générale, les variantes sont toutes les méthodes VF que l’on peut
appliquer aux lois de conservation (par exemple [12]).

3.3 Méthodes d’éléments finis

3.3.1 Méthode d’Assous et al

Formulation

L’article [6] décrit cette méthode en détail. On part de la formulation des équations de
Maxwell au second ordre en temps

µ
∂2H

∂t2
+ ∇× (ǫ−1∇×H) = ∇× (ǫ−1J), (52)

ǫ
∂2E

∂t2
+ ∇× (µ−1∇×E) = −∂J

∂t
, (53)

∇ · (ǫE) = ρ, (54)

∇ · (µH) = 0. (55)

L’idée est alors de prendre en compte les contraintes de divergence par l’intermédiaire de
multiplicateurs de Lagrange (qui s’annulent avec les équations exactes avec une condition
de Dirichlet nulle au bord). La formulation variationnelle qui en découle consiste à
chercher (H,pH), et (E,pE) dans H(rot)∩H(div)×L2, pour toutes les fonctions tests
φ, ψ dans les mêmes espaces, tels que

∫

Ω

µ
∂2H

∂t2
· φdx+

∫

Ω

ǫ−1∇×H · (∇× φ)dx+

∫

Ω

pH∇ · µφdx =

∫

Ω

ǫ−1J · ∇ × φdx,(56)
∫

Ω

∇ · (µH)qHdx = 0,(57)

∫

Ω

ǫ
∂2E

∂t2
·ψdx+

∫

Ω

µ−1∇×E · (∇×ψ)dx+

∫

Ω

pE∇ · ǫψdx, = −
∫

Ω

∂J

∂t
ψdx,(58)

∫

Ω

∇ · (ǫE)qEdx =

∫

Ω

ρqEdx.(59)

Plutôt que d’utiliser cette formulation pour la discrétisation, une formulation augmentée
d’un terme symétrique pénalisant la divergence est employée. Lorsque l’espace H(rot)∩
H(div) correspond à H1 (c’est le cas quand le domaine n’a pas de coin rentrant) et
considérant µ et ǫ constants, le système peut s’écrire sous une forme convenant à une
résolution par EF nodaux, conformes dans H1

µ

∫

Ω

∂2H

∂t2
· φdx+ ǫ−1

∫

Ω

∇H : ∇φdx+ ǫ−1

3
∑

i=1

∫

Γ

(∇H i × n) · (ei × φ)

+µ

∫

Ω

pH∇ · φdx = ǫ−1

∫

Ω

∇× J · φdx+ ǫ−1

∫

Γ

(J × n) · φdx, (60)
∫

Ω

∇ ·HqHdx = 0, (61)
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Fig. 8 – Maillages pour les EF de type Taylor-Hood 2D et 3D.

ǫ

∫

Ω

∂2E

∂t2
·ψdx+ µ−1

∫

Ω

∇E : ∇ψdx

+µ−1
3

∑

i=1

∫

Γ

(∇Ei × n) · (ei ×ψ) + ǫ

∫

Ω

pE∇ ·ψdx = −
∫

Ω

∂J

∂t
ψdx, (62)

∫

Ω

∇ ·EqEdx =

∫

Ω

ρqEdx. (63)

L’indice i désigne la composante des vecteurs décomposés dans une base cartésienne
donnée par les ei, et les double points représentent le produit contracté de deux tenseurs.

Maillage

Le maillage est constitué de tétraèdres. Deux niveaux de maillage sont utilisés: un niveau
grossier pour le multiplicateur de Lagrange, et un niveau fin défini à partir du premier
maillage en découpant chaque tétraèdre en huit (Figure 8).

Discrétisation spatiale

Les EF choisis sont les éléments de Taylor-Hood. Ils correspondent simplement aux EF
continus de Lagrange de degré un (linéaires) sur le maillage fin pour les champs, et sur
le maillage grossier pour les multiplicateurs de Lagrange, assurant une compatibilité
nécessaire pour la convergence.

Les intégrations sont exactes sauf les matrices de masse. En effet, celles-ci sont évaluées
à l’aide d’une quadrature numérique (exacte pour les polynômes de degré un) qui permet
d’obtenir une matrice de masse diagonale.

Discrétisation temporelle

Un schéma saute-mouton est également employé.
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La prise en charge des contraintes pour le système discret est faite par l’algorithme
d’Uzawa, qui consiste simplement à utiliser la contrainte discrétisée pour obtenir un
système discret uniquement pour le multiplicateur de Lagrange, avant d’injecter cette
solution dans l’équation discrétisée donnant le champ.

Prise en compte des conditions aux limites

La prise en compte d’une condition aux limites de type conducteur électrique parfait est
dualisée, au lieu d’être incluse dans l’espace d’approximation. Cela consiste à ajouter
un terme et un multiplicateur de Lagrange p̃E à la formulation variationnelle (62)

+

∫

Γ

p̃E · (φ× n)dx, (64)

et à prendre en compte cette nouvelle contrainte par l’équation supplémentaire
∫

Γ

(E × n) · q̃Edx = 0, (65)

exactement de la même manière que la contrainte de divergence.

L’implémentation d’une condition de Silver-Muller ajoute simplement des intégrales sur
la frontière concernée.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre deux en espace et en temps.

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il conserve une énergie électromagnétique
discrète.

En 1D, on s’aperçoit que la discrétisation spatiale dégénère comme les DF centrées du
schéma de Yee. Dans ce cas, l’erreur de dispersion est d’ordre deux. A priori, cette
méthode, comme les autres méthodes qui conservent une énergie électromagnétique
discrète, a une dispersion d’ordre 2. Nous n’avons pas dérivé la relation de dispersion
en 2D qui tient compte de la discrétisation du multiplicateur de Lagrange.

Les contraintes de divergence sont prises en compte dans la formulation faible.

La méthode est explicite. Elle nécessite néanmoins d’inverser un système linéaire à
chaque pas de temps pour le calcul du multiplicateur de Lagrange dans l’algorithme
d’Uzawa.

3.3.2 Eléments finis d’arête (Raviart-Thomas-Nédelec)

Formulation
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Fig. 9 – Degrés de liberté pour les EF de Nédelec.

Les travaux de bases sur ces éléments sont notamment ceux de Nédelec [95]. La formu-
lation au second ordre en temps des équations de Maxwell est utilisée. En multipliant
par une fonction test, en intégrant sur les éléments, puis en transférant l’opérateur ro-
tationnel sur la fonction test, on obtient

∫

K

ǫ
∂2E

∂t2
· φdx−

∫

K

µ−1∇×E · ∇ × φdx = −
∫

K

∂J

∂t
·φdx, (66)

µ
∂H

∂t
= ∇×E. (67)

En général, le champ magnétique est déduit du champ électrique grâce à la seconde
équation. Pour éviter de perdre un ordre de précision dû à la dérivation, on peut résoudre
de façon analogue l’équation au second ordre pour H.

Maillage

Le maillage est composé de tétraèdres en général. La méthode de Cohen-Monk décrite
au paragraphe suivant est une variante de ces méthodes basée sur des hexaèdres.

Discrétisation spatiale

Au plus bas ordre, les degrés de liberté de ces EF sont les composantes tangentielles
sur les arêtes de chaque élément [95] (Figure 9). De façon plus générale, ce sont des EF
conformes dans H(rot), qui assurent donc la continuité des composantes tangentielles
entre deux éléments, tandis que les composantes normales sont discontinues.

Discrétisation temporelle

Le schéma de Newmark est utilisé.

Prise en compte des conditions aux limites
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Fig. 10 – Relation de dispersion ω∆x
c

en fonction de K = k∆x pour la méthode des EF
d’arête (p = 1 à gauche; p = 2 à droite). En rouge (trait pointillé): problème continu;
en bleu (trait plein): problème discrétisé. Seul le cadran positif est montré; on obtient
les autres courbes par simples symétries par rapport aux deux axes. Notons que pour
p = 2, l’intervalle de nombres d’onde résolu est deux fois plus grand, et qu’il existe deux
valeurs de ω possibles pour une valeur de k (voir la discussion p82 en annexe, sur la
relation de dispersion des méthodes d’ordre élevé, et des explications sur les diverses
courbes obtenues).

Les conditions aux limites de type conducteur parfait sont prises en compte aisément
dans la formulation intégrale. Ces EF se réduisant au schéma de Yee sur maillage
cartésien, l’implémentation d’une couche PML est naturelle.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre un en général pour les éléments de Nédelec (EF d’arête de bas
ordre). Elle est d’ordre deux sur maillage régulier (se ramène au schéma de Yee). Plu-
sieurs familles d’EF d’arête d’ordre élevé existent. Nous donnons des références dans la
sous-section consacrée aux extensions.

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il conserve une énergie électromagnétique
discrète.

La relation de dispersion en plusieurs dimensions se déduit de la relation de dispersion
1D pour l’équation des ondes, par la formule ω2D(kx,ky)

2 = ω1D(kx)
2 + ω1D(ky)

2. Ce
résultat est montré pour les éléments de Nédelec de bas ordre, ainsi que pour la famille
d’ordre élevé de Ainsworth et Coyle [2]. L’ordre d’erreur de dispersion est 2p pour une
méthode d’ordre p. En 1D pour l’équation des ondes, les EF d’arête correspondent aux
EF nodaux (sans condensation de masse). On peut calculer la relation de dispersion
dans ce cas: les courbes pour p = 1 et p = 2 sont présentées aux graphes de la Figure
10.

Comme pour le schéma de Yee, cette méthode satisfait au niveau discret la relation
d’algèbre vectorielle divhroth = 0. Les contraintes de divergence sont donc prises en
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compte implicitement, à condition que les sources vérifient l’équation de conservation
de la charge discrète.

La méthode n’est pas explicite a priori. Des efforts ont été entrepris pour obtenir la
condensation de la matrice de masse. A l’ordre 1, c’est possible [80]. A l’ordre 2, un
élément a été construit dans ce but dans [50], mais on ne sait pas le faire de façon
générale pour les EF d’arête d’ordre élevé.

3.3.3 Eléments finis de Cohen-Monk

Formulation

La méthode est détaillée dans [37]. La formulation variationnelle pour cette méthode
est basée sur les équations d’Ampère et de Faraday écrites au premier ordre en temps.
Les champs sont cherchés dans H0(rot) × L2 pour une condition aux limites de type
conducteur parfait, tels que

∫

K

ǫ
∂E

∂t
· φdx−

∫

K

H · (∇× φ)dx = −
∫

K

J · φdx, (68)
∫

K

µ
∂H

∂t
·ψdx+

∫

K

∇×E ·ψdx = 0, (69)

pour toutes fonctions tests φ,ψ dans H0(rot) × L2. En fait, on peut obtenir la même
approximation à partir de la formulation au second ordre en temps [99].

Maillage

La méthode est construite pour des hexaèdres (éventuellement déformés).

Discrétisation spatiale

Les EF conformes dans H0(rot) choisis sont ceux de la deuxième famille de Nédelec [96].
Ils assurent la continuité tangentielle du champ aux interfaces inter-éléments. Alors que
les éléments de la première famille de Nédelec sont d’ordre 1, les éléments de la deuxième
famille de Nédelec sont d’ordre 2. Une approximation cubique a aussi été construite, et
formellement des éléments d’ordre quelconque.

Le deuxième point important est l’utilisation d’une quadrature numérique basée sur les
points de Gauss-Lobatto pour calculer la matrice de masse, ce qui permet de la rendre
diagonale par blocs [99, 34]. On peut voir un exemple de degrés de liberté sur la Figure
11.

Discrétisation temporelle

Le schéma saute-mouton est utilisé.
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Fig. 11 – Degrés de liberté pour l’EF rectangulaire de Cohen-Monk d’ordre 2.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites de type conducteur parfait sont prises en compte aisément
dans la formulation intégrale. La méthode est appliquée à des conditions PML.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre deux et quatre en espace, pour les approximations respecti-
vement linéaire et cubique (qui sont celles implémentées et présentées dans le papier
original).

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il conserve une énergie électromagnétique
discrète.

A l’instar de la méthode d’EF d’arête précédente, l’étude de la relation de dispersion
en plusieurs dimensions se réduit à celle de l’étude 2D pour l’équation des ondes, avec
la relation ω2D(kx,ky)

2 = ω1D(kx)
2 + ω1D(ky)

2. Cependant, la discrétisation correspond
dans ce cas en 1D à des EF avec condensation de masse pour l’équation des ondes. Les
courbes de dispersion pour p = 1 et p = 2 sont présentées à la figure 12. L’erreur de
dispersion est d’ordre 2p.

Comme les autres EF d’arête, les contraintes de divergence sont prises en compte impli-
citement dans la formulation, à condition que la charge soit conservée au niveau discret.

La méthode est explicite grâce à la condensation de masse induite par l’utilisation de la
quadrature numérique de Gauss-Lobatto.

3.3.4 Variantes et extensions

La construction d’EF d’ordre élevé n’est pas aussi simple que pour les EF nodaux “clas-
siques”. Les éléments de Nédelec considérés ici sont conformes dans H(rot). Ils font
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Fig. 12 – Relation de dispersion ω∆x
c

en fonction de K = k∆x pour la méthode des EF
de Cohen-Monk (p = 1 à gauche; p = 2 à droite). En rouge (trait pointillé): problème
continu; en bleu (trait plein): problème discrétisé. Seul le cadran positif est montré; on
obtient les autres courbes par simples symétries par rapport aux deux axes.

partie d’une séquence, qui vérifie au niveau discret, le même diagramme de De Rham
que les quantités continues (voir discussion en annexe sur les modes parasites). Des EF
d’ordre élevé vérifiant la même séquence ont été construits. Les discrétisations proposées
par Demkowicz et Vardepetyan [45], Rachowicz et Demkowicz [102], Ainsworth et Coyle
[3], Schöberl et al [108] ont l’avantage d’être hiérarchiques, ce qui permet l’adaptativité.

Ces éléments d’ordre élevé réduisent l’erreur de dispersion, mais le raffinement en h est
indispensable pour les détails géométriques. En combinant correctement les deux types
de raffinement, on peut obtenir une convergence exponentielle [41].

3.4 Méthodes de Galerkin discontinues

3.4.1 Méthode de Ferrières-Cohen-Pernet

Formulation

C’est une méthode établie sur les mêmes idées que la méthode EF de Cohen-Monk
présenté précédemment, mais qui n’impose pas la continuité tangentielle [34, 99]. Pour
tous les éléments K d’un maillage, les champs vérifient les équations intégrales suivantes

∫

K

ǫ
∂E

∂t
· φdx−

∫

K

(∇×H) · φdx− α

∫

∂K

�
H × n � · φds = −

∫

K

J · φdx, (70)
∫

K

µ
∂H

∂t
· φdx+

∫

K

(∇×E) · φdx− γ

∫

∂K

�
E × n � · φds = 0. (71)

Des termes de bord ont été ajoutés à la formulation intégrale des équations de Maxwell
pour pénaliser la continuité des composantes tangentielles (les doubles crochets signi-
fient que l’on prend le saut de la quantité à la frontière de l’élément K). Le choix des
paramètres α = −1/2, γ = 1/2 pour les faces inter-éléments, et α = 0, γ = 1 pour les
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faces du bord, est fait pour que les solutions conservent une énergie discrète. Un autre
choix de α et γ permet d’avoir de la dissipation.

Maillage

Le maillage est constitué d’hexaèdres (éventuellement déformés).

Discrétisation spatiale

Le choix des paramètres établit la façon dont sont définies les valeurs des champs aux
frontières des éléments, à savoir un flux centré ici obtenu comme la moyenne des valeurs
aux deux éléments voisins.

Des polynômes d’interpolation de Lagrange de degré p (de 1 à 5) sont utilisés pour
définir les champs à l’intérieur de chaque élément. Etant une variante ou extension de
la méthode d’EF de Cohen-Monk, une quadrature numérique effectuée aux points de
Gauss permet d’avoir une matrice de masse diagonale par blocs de 3*3.

Discrétisation temporelle

Le schéma saute-mouton est utilisé.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites pour un conducteur parfait sont prises en compte sans diffi-
culté. Une couche PML peut être utilisée.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre p+ 1 en espace.

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il conserve une énergie électromagnétique
discrète.

Comme la version en EF continus, la relation de dispersion en plusieurs dimensions a la
propriété d’être donnée par la somme des relations 1D. La courbe pour p = 1 est donnée
à la figure 13. L’erreur de dispersion est d’ordre 2p+2 si p est pair, et 2p si p est impair.

Les contraintes de divergence ne sont pas prises en compte dans la formulation et sont
donc laissées à l’ordre d’erreur du schéma.

La méthode est explicite.
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Fig. 13 – Relation de dispersion ω∆x
c

en fonction de K = k∆x pour la méthode GD
de Ferrières p = 1. En rouge (trait pointillé): problème continu; en bleu (trait plein):
problème discrétisé. Pour GD, p = 1 correspond à 2 degrés de liberté par maille, l’inter-
valle de nombres d’onde résolu est plus grand, comme pour les EF p = 2. Seul le cadran
positif est montré; on obtient les autres courbes par simples symétries par rapport aux
deux axes.

3.4.2 Méthode de Sonnendrücker

Formulation

La méthode est décrite en détail dans le rapport [111]. La formulation s’obtient de façon
classique pour des problèmes hyperboliques. Après avoir multiplié par une fonction test
et intégré sur le domaine, une intégration par parties fait apparâıtre un terme de bord.
Pour définir les champs pour ce terme de bord, il faut définir un flux numérique à partir
des valeurs des champs dans chacun des éléments voisins. Après une nouvelle intégration
par parties, et pour un flux numérique hybride entre un flux centré et décentré amont,
la formulation choisie s’écrit

∫

K

ǫ
∂E

∂t
· φdx−

∫

K

(∇×H) · φdx

−
∫

∂K

1

2
(n× �

H � − α

√

ǫ

µ
n× n× �

E � ) · φds, = −
∫

K

J · φdx (72)

∫

K

µ
∂H

∂t
· φdx+

∫

K

(∇×E) · φdx−
∫

∂K

1

2
(−n×

�
E �

−α
√

µ

ǫ
n× n× �

H � ) · φds = 0. (73)

Discrétisation spatiale

La première approximation consiste donc à choisir le flux numérique parmi la famille
paramétrée par α, qui va d’un flux centré avec α = 0 à un flux décentré amont avec α = 1.

Au sein de chaque élément, les champs sont déterminés par une interpolation de La-
grange basée sur un ensemble de points spécifique aux tétraèdres (un choix d’un en-
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semble de points pour une interpolation optimale a été établi jusqu’aux polynômes de
degré 10, mais l’optimalité n’est pas prouvée théoriquement [65]; en particulier, sur
chaque face d’un tétraèdre, les points choisis définissent l’interpolation de Lagrange 2D
correspondante).

Maillage

Le maillage est composé de tétraèdres.

Discrétisation temporelle

Un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 est utilisé pour α > 0, et le schéma saute-mouton
sinon.

Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites ne posent pas de difficulté particulière.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre p+ 1 pour une approximation en polynômes de degré p.

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il est dissipatif si α > 0. Si α = 0, il
conserve une énergie électromagnétique discrète.

Pour GD en général, la relation de dispersion multi-dimensions n’est pas donnée sim-
plement à partir de la relation de dispersion 1D. La figure 14 présente la courbe de
dispersion en 1D pour p = 1 et des flux centrés, qui ne correspond donc qu’à la pro-
pagation des ondes le long des axes du maillage. L’erreur de dispersion, avec des flux
centrés, est d’ordre 2p+ 2 si p est pair et 2p si p est impair.

Les contraintes de divergence ne sont pas prises en compte dans la formulation.

La méthode est explicite.

3.4.3 Méthode de Piperno

Formulation

Nous présentons une méthode étudiée par Piperno [25, 26], construite sur les mêmes
principes mais avec un choix différent de base polynômiale. Le point de départ est le
même que la méthode précédente, à savoir une intégration par parties qui fait apparâıtre
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Fig. 14 – Relation de dispersion ω∆x
c

en fonction de K = k∆x pour la méthode GD de
Sonnnendrucker avec flux centrés p = 1. En rouge (trait pointillé): problème continu;
en bleu (trait plein): problème discrétisé. Pour GD, p = 1 correspond à 2 degrés de
liberté par maille, l’intervalle de nombres d’onde résolu est plus grand, comme pour les
EF p = 2. Seul le cadran positif est montré; on obtient les autres courbes par simples
symétries par rapport aux deux axes.

un terme de bord. Pour tous les éléments K d’un maillage, on a
∫

K

ǫ
∂E

∂t
· φdx−

∫

K

H · (∇× φ)dx+

∫

∂K

(
�
H � × φ) · nds = −

∫

K

J ·φdx, (74)
∫

K

µ
∂H

∂t
·φdx+

∫

K

E · (∇× φ)dx−
∫

∂K

(
�
E � × φ) · nds = 0, (75)

∇ · (ǫE) = ρ, (76)

∇ · (µH) = 0. (77)

Maillage

Le choix du maillage s’est porté sur des hexaèdres orthogonaux, avec la possibilité d’uti-
liser des éléments non conformes (c’est-à-dire qu’une arête peut joindre l’élément voisin
au milieu d’une de ses arêtes).

Discrétisation spatiale

Les termes de bord sont définis à l’aide d’un flux centré pour E et H.

Au sein de chaque élément, des approximations polynômiales avec des bases à divergence
nulle sont choisies. Des bases de polynômes de degré 1 et 2 ont été implémentées.

Les permittivité et perméabilité sont considérées constantes par élément.

Discrétisation temporelle

Le schéma saute-mouton est utilisé.
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Prise en compte des conditions aux limites

Les conditions aux limites ne posent pas de difficulté particulière.

Propriétés principales

La méthode est d’ordre 2 et 3 en espace pour les polynômes de degré 1 et 2 respective-
ment.

Le schéma est stable sous une condition CFL. Il conserve une énergie électromagnétique
discrète.

L’erreur de dispersion est d’ordre 2 pour la base P 1

div [25].

Les contraintes de divergence sont prises en compte dans l’espace d’approximation. En
fait, la loi de Gauss pour une charge non nulle n’est pas prise en compte par cette base.
Ce sont les sauts aux interfaces inter-éléments qui permettent d’avoir une charge non
nulle.

La méthode est explicite.

3.4.4 Variantes et extensions

A l’instar des méthodes de VF pour lois de conservation, il est possible de choisir une
des méthodes GD existantes dans ce cadre. On peut voir [32] pour des références sur
ces possibilités.

Notons que pour résoudre les équations de Maxwell harmoniques (système elliptique),
différentes formulations GD ont été proposées. Elles consistent à pénaliser différemment
les sauts aux frontières inter-éléments, et éventuellement à pénaliser également par un
terme assurant les contraintes de divergence de façon faible [66, 100, 24].

Enfin, il existe une méthode de post-traitement des solutions permettant d’améliorer
l’ordre d’erreur [106].

4 Critères d’appréciation des solveurs Maxwell

4.1 Précision - robustesse

4.1.1 Précision et propriétés numériques (I)

Ce critère regroupe les propriétés liées à la précision de la méthode. On doit pouvoir
monter en ordre (au minimum l’ordre 2, si possible mieux) et avoir des bonnes propriétés
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de la solution numérique.

compatibilité géométrique (I-1) : ce critère correspond au fait que certaines discré-
tisations respectent exactement des propriétés vectorielles vérifiées par les champs. Cela
inclut notamment la relation divhroth = 0. Ce point est abordé p74-75, au cours de la
discussion sur les modes parasites.

ordres en temps et en espace; montée en ordre (I-2) : ordres d’erreur de la méthode
en espace et en temps, et possibilité de monter (aisément) en ordre.

dispersion numérique (I-3) : erreur de phase en fonction de la longueur d’onde et
de la direction (anisotropie) des ondes modélisées par le schéma. L’erreur de phase est
visualisée par la courbe de dispersion des équations discrètes. L’erreur d’anisotropie est
particulièrement présente sur les maillages cartésiens. Elle est atténuée sur des maillages
en triangles et tétraèdres. L’effet de la non uniformité des maillages le cas échéant est
mal connu.

dissipation numérique / conservation énergie (I-4) : tendance à atténuer les ondes
modélisées par le schéma, ou au contraire à conserver une énergie discrète. La plu-
part des méthodes présentées conservent une énergie électromagnétique, et ne sont donc
pas dissipatives. Pour les méthodes de Remaki, de Ferrières et de Sonnendrücker, on
peut choisir un flux centré qui conduit à la conservation d’une énergie, comme pour les
autres méthodes, simplement en spécifiant un paramètre. La conservation de l’énergie
n’est donc pas un critère déterminant puisqu’il est vérifié par toutes les méthodes. En
revanche, le choix d’un flux (partiellement) décentré rend les trois méthodes citées dis-
sipatives. La possibilité d’avoir une méthode dissipative de façon contrôlée est choisi,
ici, comme étant un avantage, dans la mesure où on garde la possibilité de conserver
l’énergie avec la même méthode.

4.1.2 Artefacts numériques (II)

L’utilisation de méthodes numériques peut conduire dans le cas général, et particulièrement
dans le présent contexte, à l’apparition d’artefacts numériques qui rendent la méthode
inconsistante ou instable. A défaut de pouvoir les éviter complètement pour certains, il
faut les minimiser tant que possible pour avoir confiance dans les simulations effectuées,
ou bien les connâıtre suffisamment pour savoir dans quelles circonstances et jusqu’à
quand on peut avoir confiance.

modes parasites (II-1) : solution numérique du problème spectral associé qui n’ap-
proche pas un mode physique du problème de Maxwell. Nous avons rassemblé un certain
nombre d’informations sur ce sujet et proposé une discussion en annexe. En particulier, il
s’avère que les modes parasites qui ont été constatés lors de l’utilisation des EF classiques
(EF nodaux par opposition aux EF d’arête) ont deux origines distinctes. La première
est liée aux contraintes de divergence que doivent vérifier les champs. La seconde est
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liée à la capacité de la discrétisation à bien résoudre les courtes longueurs d’onde. On
parlera de modes parasites respectivement du premier type et du second type dans la
suite.

coins rentrants (II-2) : possible convergence de la méthode vers une solution fausse en
présence de coins rentrants dans le domaine induisant des singularités des champs. Ce
point est également brièvement discuté dans l’annexe (p71).

effet Cerenkov numérique (II-3) : radiation non physique induite par la présence de
particules chargées se propageant plus rapidement que la vitesse de la lumière numérique
(due à la forte dispersion numérique aux grands nombres d’onde).

sensibilité au bruit inhérent à la méthode PIC (II-4) : la méthode PIC fournit des
sources ρ et J bruitées aux équations de Maxwell. Ce bruit numérique est essentiellement
hautes fréquences, et peut être plus ou moins excité ou atténué selon le solveur.

4.2 Flexibilité

4.2.1 Formulation (III)

On veut pouvoir utiliser la même méthode numérique pour différentes applications et
hypothèses sans grands changements.

formulation 2D/3D/axi (III-1) : capacité de la méthode à traiter aisément les trois
formulations 2D, 3D ou axisymétrique.

différents matériaux (III-2) : possibilité d’avoir différents matériaux composant le
domaine.

4.2.2 Géométrie (IV)

traitement des frontières (IV-1) : capacité à prendre en compte des domaines de
géométrie complexe sans perdre en précision.

4.2.3 Maillage (V)

La gestion du maillage conditionne grandement la qualité des simulations numériques.

génération (V-1) : possibilité d’avoir facilement un maillage approprié à la méthode.

raffinement (V-2) : possibilité de raffiner le maillage pour augmenter la précision loca-
lement.

55



4.3 Efficacité

4.3.1 Complexité de calcul (VI)

Il s’agit du nombre d’opérations élémentaires nécessaires à l’obtention de la solution.

4.3.2 Parallélisation (VII)

Le code doit être assez facilement et efficacement parallélisable pour envisager de grosses
applications.

4.3.3 Facilité de mise en œuvre (VIII)

On tient compte ici du temps de développement de la méthode ou des ajustements
nécessaires à une méthode existante pour satisfaire le plus grand nombre des critères
énoncés.

4.3.4 Couplage à du structuré (IX)

Un point d’efficacité non négligeable si on se restreint à une méthode d’ordre deux est
la possibilité de pouvoir se ramener au schéma de Yee sur une portion du domaine, dans
un couplage simple avec la méthode utilisée sur le reste du domaine.

4.4 Retour d’expérience (X)

Les informations concernant le développement et l’utilisation des différentes méthodes
qui peuvent être obtenues auprès des personnes concernées s’avèrent souvent un critère
important. Un écart peut être observé entre les capacités d’une méthode prévues a priori
ou théoriquement et la réalité.

5 Tableau d’évaluation des solveurs selon les critères

choisis

Savoir si une méthode vérifie tel ou tel critère n’a pas forcément une réponse évidente.
En particulier, pour obtenir une conclusion, nous nous appuyons essentiellement sur
les travaux présentés dans la littérature. L’idéal serait de pouvoir effectuer des tests
numériques afin de vérifier la pertinence de ces conclusions. Cependant, nous ne pou-
vons disposer de tous les différents codes, ce qui nous aurait permis d’effectuer des
comparaisons plus poussées.

La vérification ou non des différents critères par chacune des méthodes est présentée de
façon synthétique dans la table 1. La signification des symboles est la suivante: ++ si le
critère est vérifié pour la méthode en l’état; + si le critère est vérifié mais moins qu’une
autre méthode ou s’il peut être vérifié grâce à des modifications mineures; +/- s’il peut
être vérifié mais au prix de modifications relativement importantes; - si le critère est une
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réelle limitation de la méthode.

6 Discussion plus détaillée pour chaque méthode

6.1 Méthode DF de Yee

Robustesse-précision

Cette méthode s’est imposée grâce à la compatibilité géométrique qu’elle assure avec les
relations d’algèbre vectorielle qui sont vérifiées par les champs électromagnétiques (I-1).
En effet, cela permet d’éliminer les modes parasites de type 1 (II-1). La méthode est
d’ordre deux, mais s’étend difficilement aux ordres supérieurs (I-2), justement lorsque
l’on veut conserver ces propriétés de compatibilité géométrique qui ont fait son succès.
Elle introduit naturellement de la dispersion numérique d’ordre deux, qu’il est également
difficile de réduire puisque l’on ne peut pas monter en ordre aisément. En particulier,
l’instabilité de Cerenkov numérique peut se développer si des particules très rapides sont
présentes (II-3). En revanche, la courbe de dispersion est monotone et ne donne pas lieu
à des modes parasites du second type décrits en annexe (II-1). Elle est donc dépourvue
de modes parasites. Remarquons que l’utilisation de DF sur grilles non décalées conduit
au contraire à la présence des deux types de modes parasites. La présence de coins ren-
trants ne pose pas de problème de consistance (II-2). En revanche, pour atteindre une
précision suffisante pour bien décrire la singularité, il faut raffiner le maillage localement.

Le schéma conserve une énergie électromagnétique, et ne contient donc pas de dissipation
numérique (I-4). Cela le rend sensible au bruit de la méthode PIC (II-4). La régularité
du maillage implique une périodicité de la discrétisation spatiale qui provoque l’aliasing,
ce qui contribue également à la sensibilité au bruit numérique.

Flexibilité

S’adaptant aux formulations 2D/3D/axi sans difficultés (III-1), il est possible de considérer
plusieurs matériaux, mais rien n’est fait en général pour tenir compte de la discontinuité
des composantes normales dans ce cas (III-2). Un inconvénient majeur de la méthode
(de base) concerne la représentation des frontières du domaine (IV-1). A cela s’ajoute
la représentation des détails géométriques pour lesquels il faudrait raffiner localement.
Or, le raffinement local est délicat pour les méthodes de DF, notamment si on veut
conserver les propriétés du schéma de Yee (V-2).

Ce problème de représentation des frontières n’apparâıt pas seulement pour la descrip-
tion des détails, mais de façon générale pour toute frontière droite ou courbe qui ne suit
pas les axes du maillage. En effet, la frontière est alors décrite en marches d’escalier
(staircasing). S’il n’est pas catastrophique pour les simulations, ce problème fait perdre
l’ordre 2 de la méthode. En fait, la combinaison du staircasing et l’absence d’imposition
des bonnes conditions de saut en présence de matériaux différents peut même produire
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DF VF VF EF EF EF GD GD GD
Critères Yee Hermeline Remaki Assous Nédelec Cohen Ferrières Sonnen- Piperno

drücker

I-1
Compatibilité
géométrique

++ ++ - + ++ ++ - - -

I-2
Montée en
ordre

+/- - + + + + + ++ ++

I-3
Dispersion
numérique

+/- +/- +/- + + + + + +

I-4
Dissipation
numérique

- - + - - - + ++ -

II-1
Modes para-
sites

++ ++ +/- + ++ + + + +

II-2
Coins
rentrants

+ + + +/- + + + + +

II-3
Cerenkov
numérique

+/- +/- +/- +/- + +/- + + +

II-4
Sensibilité
bruit PIC

+/- +/- + +/- +/- - - + +/-

III-1
Formulations
2D/3D/axi

++ + ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++

III-2
Multi-
matériaux

+/- ++ ++ + ++ ++ ++ ++ ++

IV-1
Frontières du
domaine

+/- ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++

V-1
Génération
de maillage

++ - ++ + ++ +/- +/- ++ ++

V-2
Raffinement
de maillage

+ - ++ + + + ++ ++ ++

VI
Complexité
de calcul

++ +/- +/- + +/- + + + +

VII
Parallélisation ++ + + + +/- +/- ++ ++ ++

VIII
Facilité mise
en œuvre

++ +/- ++ +/- +/- +/- + + +

IX
Couplage au
structuré

++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++

X
Retour
d’expérience

++ + +/- + + + +/- +/- +/-

Tab. 1 – vérification des critères par les différentes méthodes. La signification des sym-
boles est la suivante: ++ si le critère est vérifié pour la méthode en l’état; + si le critère
est vérifié mais moins bien que pour une autre méthode ou s’il peut être vérifié grâce
à des modifications mineures; +/- s’il peut être vérifié mais au prix de modifications
relativement importantes; - si le critère est une réelle limitation de la méthode.
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une approximation non convergente [48]. Pour résoudre le staircasing, des techniques
d’interpolation spécifiques pour les bords existent [115]. En particulier, Ditkowski, Dridi
et Hesthaven [48] proposent une modification du schéma de Yee, qui prenne en compte
les frontières courbes ainsi que les conditions de saut correctes aux interfaces entre
matériaux (technique appelée “immersed” or “embedded interface method”). Ils four-
nissent une analyse et des tests numériques prouvant que la méthode reste d’ordre 2. La
principale source de complication comparément au schéma de Yee réside dans la phase
de pré-traitement où des “molécules de DF” spécifiques sont construites. Une fois que
c’est fait, le coût est essentiellement le même à chaque pas de temps. Les codes commer-
ciaux Magic [57] et Microwave studio [85] ont également implémenté de telles techniques
pour éviter le staircasing et assurent que l’ordre deux de la méthode est préservé.

Efficacité

Le schéma de Yee est un schéma simple à implémenter (VIII). Basé sur des maillages
réguliers (IX), le coût de la localisation des particules est faible. La méthode se pa-
rallélise bien (VII). Le nombre d’opérations à effectuer à chaque pas de temps est faible
(VI). L’efficacité est donc un point fort de cette méthode.

Retour d’expérience

C’est la méthode de base que ce soit pour résoudre Maxwell seul ou au sein de la
méthode PIC. Les retours d’expérience sont évidemment très nombreux (X). C’est une
méthode efficace, qui permet de mailler plus fin si on souhaite plus de précision. Mais
son manque de flexibilité a poussé les différentes équipes de recherche à développer
des méthodes alternatives. En effet, pour des études académiques où l’utilisation de
maillages cartésiens suffit souvent, elle convient bien. Mais, pour des applications où la
prise en compte de géométries complexes avec des détails est primordiale, elle montre
des limites sérieuses.

6.2 Méthode VF de Hermeline

Robustesse-précision

Etant une extension du schéma de Yee pour des maillages non uniformes, elle a des
propriétés de précision similaires. Elle se distingue surtout par un gain en flexibilité,
mais au prix d’une perte en efficacité.

La compatibilité géométrique est bien assurée (I-1), et la montée en ordre n’est pas pos-
sible (I-2). Le schéma se réduit au schéma de Yee sur maillage régulier, donc l’analyse
de dispersion sur de tels maillages est identique (I-3, I-4). Si on prend en compte la non
uniformité du maillage, l’ordre 2 de la méthode est constaté, mais n’est pas démontré.

Elle n’est pas concernée par les modes parasites pour les mêmes raisons que le schéma
de Yee (II-1). La présence d’un coin rentrant génère un problème de précision qui ne
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peut être géré que par raffinement (II-2). L’effet Cerenkov numérique (II-3) est suscep-
tible d’être présent. La sensibilité aux bruit de courtes longueur d’onde est similaire.
En revanche, la réduction de la périodicité des noeuds du maillage réduit l’influence de
l’aliasing (II-4).

Flexibilité

La méthode n’a été appliquée que pour les équations de Maxwell en coordonnées cartésiennes.
Son application en formulation axisymétrique n’est pas une extension directe, et l’utili-
sation en 3D est conditionnée à une bonne génération du maillage (III-1). En revanche,
des matériaux différents peuvent être considérés (III-2). Le passage à un maillage non
uniforme permet donc de modéliser des frontières quelconques (IV-1). Cependant, la
création de ce maillage est un point faible de la méthode, puisqu’il doit être Delaunay-
Voronöı avec son dual, ce qui est difficile voire impossible en 3D (V-1). Si cette propriété
n’est pas vérifiée, les diverses qualités de précision du schéma (ordre 2, compatibilité
géométrique) sont perdues [38]. Une conséquence immédiate est la difficulté à raffiner
localement (V-2). On peut seulement le faire de façon très progressive, avec la difficulté
de préserver la propriété requise pour les maillages. Une extension récente a été proposée
par F.Hermeline pour s’affranchir de ces maillages Delaunay-Voronöı [63].

Efficacité

Le nombre d’opérations à effectuer à chaque itération en temps est plus grand que pour
le schéma de Yee, notamment pour la variante sur maillages quelconques puisqu’il faut
résoudre simultanément les équations de Maxwell sur les deux maillages duaux (VI). Il
existe une version parallèle (VII). Le schéma 2D a déjà été inclus dans une méthode
PIC, mais pas la version récente de Hermeline dont la mise en œuvre est à faire (VIII).

Retour d’expérience

Il y a un retour d’expérience non négligeable sur cette méthode (X). Le succès de la
méthode en 2D est démontrée, mais sa dépendance à la contrainte de maillages Delaunay-
Voronöı est confirmée dans les faits. En revanche, la variante pour maillages quelconques
est trop récente pour disposer d’un retour d’expérience.

6.3 Méthode VF de Remaki

Robustesse-précision

Cette méthode résout les équations d’évolution de Maxwell, sans prendre en compte les
contraintes de divergence qui sont laissées à l’approximation du schéma. L’utilisation
d’une technique de correction pour conserver la charge au cours de la simulation PIC,
comme nous l’avons discuté dans la section 2, relativise cet inconvénient (I-1). Suscep-
tible d’autoriser la présence de modes parasites ne vérifiant pas la loi de Gauss pour E
lors de la résolution des équations de Maxwell classiques, l’utilisation d’une formulation
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généralisée (29-32), correspondant à une correction permettant de satisfaire la conser-
vation de la charge, doit suffire à les éviter (II-1). Une façon de monter en ordre mène
typiquement à une méthode GD comme celle de Hesthaven (I-2). L’erreur de dispersion
est d’ordre 2 comme le schéma de Yee (I-3). La relation de dispersion numérique en 1D
(figure 7) est la même que pour des DF sur grilles non décalées. Comme on le voit sur
la courbe qui n’est pas monotone, cette méthode est donc également concernée par les
modes parasites du deuxième type (II-1). Ceci est vrai surtout pour la version utilisant
un flux centré qui permet de conserver une énergie discrète (I-4). En revanche, avec
un flux décentré, la méthode est diffusive. L’erreur de dissipation domine l’erreur de
dispersion et les modes parasites ne sont pas un problème dans ce cas.
En revanche, comme pour le schéma de Yee, la courbe de dispersion approche la courbe
exacte par dessous, ce qui la rend sujette à l’effet Cerenkov numérique (II-3). La présence
de coins rentrants ne cause pas de problème particulier (II-2). La possibilité de choisir
un flux légèrement dissipatif peut réduire la sensibilité au bruit de la méthode PIC (II-4).

Flexibilité

La méthode s’applique indifféremment en 2 ou 3 dimensions. A priori, le changement en
coordonnées cylindriques ne doit pas changer le caractère hyperbolique, et la méthode
devrait s’appliquer de la même manière (III-1). La présence de différents matériaux
est possible sans difficultés (III-2). Les frontières du domaine peuvent être parfaitement
modélisées (IV-1), grâce à l’utilisation de maillages quelconques qui sont faciles à générer
(V-1). Le raffinement de maillage est plus aisé que pour les DF (V-2).

Efficacité

Facile à mettre en œuvre (VIII), la méthode se parallélise bien (VII), mais la complexité
de calcul est assez conséquente par rapport au schéma de Yee (VI). On peut aisément
l’utiliser avec une partie du domaine maillé en structuré. La coupler avec Yee sur du
maillage structuré n’est pas naturel cependant (IX).

Retour d’expérience

Ce type de méthodes est très utilisé pour les systèmes hyperboliques en général, notam-
ment les systèmes non linéaires. En revanche, l’expérience de l’INRIA sur le sujet les a
semble-t-il conduit à monter en ordre et à passer à du GD (X). Au sein d’une méthode
PIC, ces méthodes ont été utilisées par Munz et al [91].

6.4 Méthode EF d’Assous

Robustesse-précision

La méthode est construite sur deux maillages hiérarchiques qui lui permettent d’assurer
une compatibilité géométrique minimum (I-1). En effet, l’approximation du gradient
d’un scalaire défini sur le maillage grossier correspond justement à l’approximation sur
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le maillage fin. Cependant, en général, la compatibilité géométrique s’arrête là, et la
propriété d’algèbre vectorielle (24) n’est pas vérifiée sur des maillages non uniformes.
On peut certainement monter en ordre selon la même idée initiale, mais ce n’est pas
immédiat (I-2). Sur maillage régulier en 1D, la discrétisation spatiale correspond à celle
du schéma de Yee. Les propriétés de dispersion sont donc les mêmes pour les ondes se
propageant selon les axes du maillage (I-3). La méthode conserve une énergie discrète
(I-4).
L’utilisation d’un multiplicateur de Lagrange pour prendre en compte la contrainte de
divergence correspond à la correction de Boris (voir paragraphe sur la conservation de
la charge en section 2). La méthode est donc construite sur une formulation et une
discrétisation qui permettent d’éviter la mauvaise approximation des champs de gra-
dient et l’apparition de modes parasites du premier type, contrairement aux EF nodaux
utilisés de façon classique (II-1). Ces EF nodaux classiques ont également la mauvaise
propriété d’avoir une relation de dispersion non monotone pour les ondes se propageant
selon les diagonales du maillage. On ne sait pas si les éléments avec multiplicateur de
Lagrange ont également une relation de dispersion non monotone. Donc, notre conclu-
sion est réservée concernant le deuxième type de mode parasite (II-1).

Pour éviter l’effet Cerenkov numérique, les auteurs de la méthode ont proposé une
variante en modifiant le schéma en temps qui donne une courbe de dispersion située au-
dessus de la courbe exacte pour la plupart des longueurs d’onde [7] (II-3). L’inconvénient
principal de la méthode est la nécessité de faire quelque chose lorsque le domaine a un
coin rentrant. En effet, les EF conformes dans H1, dont ceux utilisés dans cette méthode,
ne convergent pas vers la bonne solution en présence d’un coin rentrant [39]. En 2D, la
méthode du complément singulier peut être utilisée [5], mais c’est difficile, si ce n’est
impossible, en 3D, car il faut déterminer la forme exacte de la singularité, ce que l’on
ne sait pas faire en général. La possibilité d’utiliser des formulations augmentées des
équations de Maxwell a été proposée [39, 30], mais en pratique, reste encore un sujet de
recherche actif (II-2).

La méthode n’est pas spécifiquement sensible au bruit PIC, mais elle conserve une énergie
discrète et n’est pas dissipative (II-4).

Flexibilité

La méthode a été développée en formulation axisymétrique [4], mais son application
en 3D est problématique à cause des coins rentrants (III-1). La prise en compte de
matériaux différents est possible et décrite dans [8]. Toutefois, elle n’est pas immédiate
puisque des conditions d’interface sont établies et prises en compte explicitement dans
la formulation variationnelle (III-2). Les frontières du domaine sont bien représentées
(IV-1). Le maillage quelconque est facilement généré (V-1). Le raffinement de maillage
est rendu difficile par la compatibilité géométrique recherchée (V-2).

Efficacité
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La condensation de masse étant possible, la méthode est explicite en temps, ce qui évite
de trop augmenter sa complexité de calcul. En revanche, les conditions aux limites dua-
lisées dans la formulation variationnelle fournissent autant de termes supplémentaires à
assembler qui augmentent le coût (VI).La mise en œuvre est assez compliquée,en parti-
culier s’il faut prendre en compte des matériaux inhomogènes et un domaine avec coins
rentrants (VIII). La méthode se couple bien avec le schéma de Yee sur un maillage
cartésien (IX).

Retour d’expérience

A l’instar des VF de Hermeline, ces EF ont été implémentés dans un code au CEA, où
la méthode a été étudiée et utilisée depuis plus de 10 ans. Les problèmes des domaines
à coins rentrants est sérieuse. Cela reste un élément pénalisant de cette méthode en 3D
(X).

6.5 Méthode EF de Raviart-Thomas-Nédelec

Robustesse-précision

Ces EF assurent une compatibilité géométrique similaire à celle du schéma de Yee, lequel
peut être vu comme un cas particulier d’EF d’arête. Les propriétés satisfaites par les
champs électromagnétiques se retrouvent satisfaites par leurs approximations. En parti-
culier, la relation (24) est vérifiée (I-1). Considéré comme difficile jusqu’à récemment, la
montée en ordre est désormais mieux comprise. Plusieurs familles d’EF d’arête hiérar-
chiques sont apparus. Ils peuvent être construits de façon automatique à l’aide d’un
logiciel de calcul formel comme Maple (I-2).

Si la dispersion numérique est celle du schéma de Yee sur un maillage cartésien, l’utilisa-
tion des EF d’arête sur des maillages tétraèdriques quelconques améliore les propriétés
de dispersion [124]. En effet, alors que les EF nodaux et les EF d’arête sur hexaèdres
fournissent une erreur de phase qui est toujours de même signe quelle que soit la di-
rection de l’onde par rapport au maillage, les EF d’arête sur tétraèdres produisent une
erreur de phase qui peut être de signe variable. Ainsi, les erreurs peuvent se compenser
partiellement, et l’erreur globale est donc plus faible (I-3).

La méthode n’est pas dissipative (I-4). L’absence de modes parasites pour les EF de
Nédelec de la première famille sur maillages en tétraèdres ou en hexaèdres, et pour
les EF de Nédelec de la seconde famille pour les tétraèdres a été démontrée (II-1). Les
éventuels coins rentrants du domaine sont relativement peu gênants grâce notamment au
fait que seule la continuité tangentielle est imposée aux bords des éléments. La discon-
tinuité normale à la singularité est donc autorisée par la discrétisation. Il faut toutefois
utiliser le raffinement pour pouvoir bien capter le champ intense à cet endroit (II-2).
L’apparition de l’effet Cerenkov numérique n’est pas exclue, mais son éventualité est
réduite car la courbe de dispersion est au-dessus de la courbe exacte pour certaines
directions de propagation par rapport au maillage (II-3). Comme pour le schéma de
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Yee ou les VF de Hermeline, cette méthode est sensible aux erreurs de la méthode PIC
dans la mesure où cela perturbe les sources des équations de Maxwell et que l’on n’a
pas forcément la conservation de la charge. On a vu dans la section 2 que sur maillage
régulier, il était possible de construire un algorithme de répartition du courant conser-
vant la charge. Sinon, et c’est le cas général, la compatibilité géométrique de ces solveurs
Maxwell ne suffit pas à assurer la conservation de la charge (et il faut utiliser une des
méthodes de correction présentées). Dans ce sens là, la méthode est sensible au bruit
PIC (idem pour le schéma de Yee et les VF de Hermeline). Cela s’ajoute à l’absence de
dissipation numérique (II-4).

Flexibilité

La flexibilité de ces EF d’arête est un atout. On peut les appliquer aux diverses formula-
tions (III-1). Ils permettent surtout de modéliser naturellement des matériaux différents
puisqu’ils n’assurent que la continuité tangentielle, juste ce que la physique demande
(III-2). Des maillages quelconques peuvent être facilement réalisés (V-1), permettant
de bien modéliser les frontières (IV-1). Le raffinement est possible, et avec les familles
hiérarchiques d’éléments d’ordre élevé, on peut faire efficacement du raffinement hp
(V-2). Le maillage doit cependant rester conforme. Donc le raffinement en h doit être
progressif.

Efficacité

La faiblesse de la méthode est le temps de calcul à cause de l’absence de condensation
de masse pour ces EF en général. Pour les éléments de plus bas ordre, la condensation
de masse a pu être obtenue [80], ainsi que pour un élément d’ordre 2 particulier [50].
Mais, il n’y a pas de méthode générale qui s’applique pour les EF d’ordre élevé. Il en
résulte une complexité de calcul accrue par l’inversion d’un système linéaire à chaque
pas de temps, puisque le schéma en temps ne peut pas être rendu explicite (VI).

La méthode est relativement difficile à mettre en œuvre (VIII). Elle n’est pas aisément et
efficacement parallélisable car il n’y a pas que des opérations locales à effectuer comme
pour le schéma de Yee. La parallélisation dépend notamment de l’inversion de la ma-
trice de masse. Celle-ci peut être effectuée grâce aux travaux sur la parallélisation des
solveurs creux (VII). En revanche, elle s’accorde parfaitement avec le schéma de Yee sur
un maillage cartésien (IX).

Retour d’expérience

Les EF d’arête sont très utilisés pour résoudre les équations de Maxwell. Ils ont été
intégré dans la méthode PIC du code PALAS au CEA. Les qualités théoriques de cette
méthode ont été confirmées, tout comme la limitation en temps de calcul. Ainsi, l’ob-
tention de la condensation de masse pour des éléments quelconques reste un sujet de
recherche ouvert. Toutefois, ce point de vue doit être relativisé dans le contexte d’un code
PIC car le temps de calcul n’est pas forcément dominé par la résolution des équations
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de Maxwell (cela dépend des applications). Une avancée importante est l’utilisation
d’éléments d’ordre élevé. Ceux-ci sont en cours d’implémentation dans le code PALAS.
Le retour d’expérience est donc réduit aux conclusions d’équipes internationales les ayant
déjà utilisés [123] (X).

6.6 Méthode EF de Cohen-Monk

Robustesse-précision

Faisant partie des EF d’arête, mais ceux de la seconde famille de Nédelec, ces EF de
Cohen-Monk ont une compatibilité géométrique similaire (I-1). La montée en ordre est
possible (I-2). Les propriétés de dispersion du schéma de Yee se retrouvent sur maillage
régulier (I-3). Une énergie discrète est conservée (I-4). Définie sur des maillages en
hexaèdres, cette méthode ne bénéficie pas des compensations d’erreurs comme sur des
tétraèdres.

La théorie pour les EF d’arête prévoit que ces EF de Cohen-Monk sont justement sus-
ceptibles d’en avoir (II-1). En fait, ce n’est pas tout à fait vrai: la théorie s’applique
à des méthodes pour lesquelles le calcul des matrices est exact. Il se trouve que l’uti-
lisation d’une quadrature numérique comme c’est le cas dans cette méthode améliore
les choses. En effet, la courbe de dispersion montrée à la figure 12 reste monotone en
1D, et comme en multi-D, il est prouvé que la relation de dispersion est la somme des
relations 1D, on constate l’absence du problème des modes parasites du deuxième type
pour cette méthode (II-1). En revanche, des solutions parasitées par des oscillations ont
été obtenues sur des maillages déformés [99]. On ne sait pas les expliquer pour l’instant.
Les coins rentrants ne posent pas un problème particulier (II-2), au contraire de l’effet
Cerenkov numérique qui peut se produire (II-3). La sensibilité au bruit PIC est similaire
aux EF d’arête précédents (II-4).

Flexibilité

Ces EF s’adaptent aux différentes formulations 2D/3D/axi (III-1), à la présence de
matériaux (III-2) et approchent bien les frontières (IV-1). En revanche, obtenir un
maillage hexaèdrique pour une géométrie quelconque n’est pas trivial. La solution re-
tenue consiste à mailler en tétraèdres et à redécouper en hexaèdres, ce qui peut mener
à des éléments très déformés par endroits (V-1). Le raffinement est contraint par la
nécessité d’avoir un maillage en hexaèdres et conforme (V-2).

Efficacité

Cette méthode a été expressément construite pour pouvoir obtenir la condensation de
masse. C’est d’ailleurs pour cela, que les maillages doivent être composés d’hexaèdres.
La complexité de calcul s’en trouve améliorée, et le temps de calcul en général (VI).
Sinon, elle partage avec les EF d’arête précédents les difficultés d’implémentation (VIII)
et de parallélisation (VII), et la possibilité de coupler avec du structuré (IX).
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Retour d’expérience

La méthode a été développée à l’ONERA, mais elle n’a pas été introduite dans un code
PIC. Le retour d’expérience est donc limité. Notons que les auteurs ont bifurqué vers
une version GD basée sur les mêmes ingrédients que cette méthode d’EF.

6.7 Méthode GD de Cohen-Ferrières

Robustesse-précision

Cette méthode, tout comme les autres méthodes GD et la méthode VF de Remaki,
font partie des solveurs qui n’assurent pas de compatibilité géométrique particulière aux
quantités discrétisées (I-1). En particulier, la vérification des contraintes de divergence
est laissée à l’ordre d’erreur du schéma.
La convergence d’une norme de la divergence est d’ailleurs observée dans [99], norme
définie par Cockburn et al [33]. Un des avantages des méthodes GD est la facilité de
monter en ordre, puisqu’il suffit d’augmenter l’ordre de l’approximation polynômiale,
localement pour chaque élément (I-2). La dispersion numérique est d’ordre 2p pour une
approximation locale d’ordre p (I-3). La méthode n’est pas dissipative (I-4). Notons tou-
tefois la possibilité de choisir des coefficients pour les termes de bords correspondant à
des flux non centrés. Dans ce cas, la dispersion numérique est meilleure, d’ordre 2p+ 2,
et la méthode est dissipative, d’ordre 2p+ 1.

Les analyses des méthodes d’EF destinées à prouver l’absence de modes parasites pour
les EF d’arête ont été étendues aux méthodes GD [24]. Comme la version EF décrite
précedemment, cette méthode GD fait partie de celles susceptibles de générer des modes
parasites, mais encore une fois l’utilisation des quadratures numériques ne permet pas
de conclure car la théorie n’inclut pas ces cas. En revanche, la courbe de dispersion (fi-
gure 13) n’est pas monotone. On peut donc s’attendre à la présence des modes parasites
du deuxième type pour certaines applications (II-1). La présence de coin rentrant dans
le domaine n’a pas d’implication particulière (II-2). Au contraire, les méthodes GD en
général permettent plus facilement un raffinement local pour améliorer l’approximation
de la singularité. Par ailleurs, il est possible d’envisager une base locale appropriée à
la singularité pour les éléments en contact avec elle, puisque les approximations sont
complètement locales au sein de chaque élément. L’effet Cerenkov numérique est réduit
par l’utilisation aisée d’une méthode d’ordre élevé (II-3). La sensibilité au bruit PIC est
comme la plupart des autres méthodes présente du fait de la conservation d’une énergie
discrète et l’absence de dissipation numérique (II-4). La discontinuité des champs aux
interfaces entre éléments participe également aux fluctuations lors du passage des par-
ticules à travers ces interfaces. Mais ce point est à relativiser car la discontinuité est
faible, de l’ordre d’erreur de la méthode qui peut être un ordre élevé comme on l’a vu.
Du coup, cette source de fluctuations est faible par rapport aux autres sources de fluc-
tuations décrites dans la section 2.
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Flexibilité

La souplesse d’utilisation des méthodes GD est un de leurs atouts. Ainsi, l’application de
la méthode aux formulations 2D/3D/axi ne pose pas de problème (III-1), ni la présence
de matériaux différents (III-2) ou la représentation des frontières (IV-1). La génération
du maillage est en revanche conditionnée à une technique particulière comme pour les EF
de Cohen-Monk: redécouper en hexaèdres un maillage généré initialement en tétraèdres
(V-1). Le raffinement de maillage est revanche facilité par l’aspect local des opérations
dans GD (V-2).

Efficacité

Pour un ordre d’approximation donné, le nombre de degrés de liberté est plus grand
que la méthode EF correspondante puisqu’aucune continuité n’est imposée entre les
éléments. Il en résulte une complexité de calcul supérieure, mais le schéma en temps est
explicite avec une matrice de masse diagonale par blocs (VI). Si les méthodes GD sont
faciles à mettre en œuvre, cette méthode particulière est plus complexe à implémenter
à cause notamment de la prise en compte de la déformation des éléments et les qua-
dratures numériques de Gauss utilisées (VIII). Ces méthodes GD conviennent bien à la
parallélisation (VII), et le couplage avec du structuré ne pose pas de problème (IX).

Retour d’expérience

Le retour d’expérience est faible (X). La méthode a été implémentée à l’ONERA, mais
elle n’a pas été associée à un solveur PIC.

6.8 Méthode GD de Sonnendrücker

Robustesse-précision

Les contraintes de divergence ne sont pas imposées par la méthode. Celle-ci n’assurant
pas de compatibilité géométrique comme la vérification de la relation (24), elles sont
laissées à l’ordre d’erreur du schéma (I-1). Cela n’est pas trop gênant grâce à la possibi-
lité de monter en ordre aisément (I-2). La dispersion numérique est améliorée également
en montant en ordre (I-3). De plus, la méthode peut contenir de la dissipation numérique
de façon contrôlée par le choix approprié d’un paramètre (I-4).

La théorie pour GD concernant les modes parasites indique l’absence de problèmes
pour cette méthode GD dès lors que l’on utilise un terme de pénalisation sur les sauts
tangentiels (II-1). Sans ce terme en revanche, on observe que la courbe de dispersion
n’est pas monotone, indiquant la possibilité des modes parasites du second type (figure
14). Ce terme de pénalisation est également préconisé de façon générale pour obte-
nir des résultats d’approximation optimaux. Il est toutefois possible de se passer de
ce terme de bord supplémentaire en faisant le choix d’une méthode dissipative (flux
décentré): les modes parasites sont alors dissipés. Concernant l’absence de compatibilité

67



géométrique, conduisant à la présence éventuelle de modes parasites du premier type
pour la méthode présentée ici (sans pénalisation), il se trouve qu’en 2D, le problème est
évité, au contraire du 3D. Comme pour les modes parasites du premier type, l’ajout du
terme de pénalisation ou le choix d’une méthode dissipative arrange les choses.

Comme indiqué pour la méthode GD précédente, la présence de coin rentrant peut être
bien gérée grâce à la souplesse de la méthode concernant le raffinement de maillage
(que ce soit en diminuant localement la taille de la maille ou en augmentant l’ordre
d’approximation) et la possibilité de choisir une base permettant de capter la singu-
larité exactement (sujet de recherche à long terme) (II-2). La courbe de dispersion a
l’avantage d’approcher la courbe exacte par le dessus pour certaines directions et pour
les plus grandes ondes; c’est justement la propriété requise pour éviter l’effet Cerenkov
numérique. Cependant, dans sa forme actuelle (sans pénalisation), la courbe de disper-
sion n’est pas monotone; la méthode est donc forcément concernée par cet effet Cerenkov
numérique, même si c’est pour les très courtes longueurs. Ce n’est plus le cas avec le
terme de pénalisation puisqu’ainsi la théorie montre l’absence de modes parasites, ce
qui implique une relation de dispersion monotone (II-3). La sensibilité au bruit PIC est
réduite par la possibilité de choisir un schéma légèrement dissipatif pour atténuer les
courtes longueurs d’onde (II-4).

Flexibilité

La flexibilité est très bonne pour cette méthode GD sur tétraèdres (III-1,III-2,IV-1,V-
1,V-2). Eventuellement, la discontinuité inter-éléments autorise même les maillages non
conformes ce qui peut faciliter le raffinement.

Efficacité

La complexité de calcul accrue des méthodes GD (VI) est compensée par l’adaptivité
en raffinement (de maillage et d’ordre local d’approximation) et par une très bonne
parallélisation, avec un gain supérieur à 90% (VII). L’implémentation, si elle n’est pas
aussi simple que le schéma de Yee, est d’accès plutôt aisé pour une méthode d’ordre
élevé (VIII). Le couplage avec du structuré est parfaitement autorisé (IX).

Retour d’expérience

Le retour d’expérience est limité, récent mais pas inexistant (X). En effet, l’application
de ces méthodes GD pour systèmes hyperboliques est assez récente en électromagné-
tisme. Cependant, différentes équipes ont convergé vers cette solution ce qui souligne
ses qualités d’évolution qui en font une méthode d’avenir dans la mesure où aucun obs-
tacle majeur n’est apparu. Développée par Hesthaven pour Maxwell, puis associée à un
solveur PIC avec Jacobs, à l’Université de Brown aux Etats-Unis, elle a été implémentée
par l’équipe de S.Piperno à l’INRIA à la suite des travaux sur des méthodes de VF. Plus
récemment, E.Sonnendrücker et M.Sesquès ont développé ce type de méthode pour les
inclure dans des codes PIC. Les premiers résultats de toutes ces équipes sont très en-
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courageants. En particulier, le point faible annoncé qu’est le temps de calcul est modéré
par les avantages suivants: la matrice de masse est diagonale par blocs et donne lieu
à un schéma explicite en temps; l’approximation peut être localement adaptée soit par
raffinement du maillage, soit par augmentation de l’ordre du polynôme; la parallélisation
est très efficace.

6.9 Méthode GD de Piperno

Robustesse-précision

Cette méthode est assez proche de la précédente et beaucoup de critères sont vérifiés de
la même manière. Nous soulignons seulement les aspects qui sont différents. Construite
sur le choix de bases locales à divergence nulle, la montée en ordre n’est pas aussi di-
recte. La méthode est présentée pour les deux premiers ordres. A priori et suivant les
travaux de Karakashian [10] et Cockburn [33], les bases pour les ordres élevés peuvent
être aussi construites (I-2). Le choix d’un flux centré implique une dissipation numérique
nulle contrairement à la méthode précédente (I-4,II-4). Le choix d’une base locale à di-
vergence nulle n’implique pas la vérification des contraintes de divergence globalement,
même en l’absence de charge. En particulier, c’est la discontinuité inter-éléments qui
permet justement de prendre en compte divǫE = ρ, avec ρ non nul.

Flexibilité

La flexibilité est quasiment aussi bonne. Le choix de maillages en hexaèdres qui peuvent
être non conformes assure une souplesse pour la génération et le raffinement similaire aux
maillages en tétraèdres choisis précédemment. Une bonne représentation de la frontière
du domaine nécessite en revanche de raffiner localement, pour limiter l’erreur liée à la
représentation en marches d’escalier, comme pour le schéma de Yee (IV-1).

Efficacité

Ces bases locales permettent d’avoir moins de degrés de liberté pour un ordre donné, ce
qui réduit la complexité de calcul (VI).

Retour d’expérience

Le retour d’expérience est faible (X). Développée par l’équipe de S.Piperno à l’INRIA,
cette méthode constitue une variante de la précédente, qui peut s’avérer mieux appro-
priée pour certaines applications, par exemple sur un domaine “cartésien” et en l’absence
de charge.
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7 Conclusion

L’objectif final de ce rapport est le choix d’un solveur Maxwell afin de le coupler à
une méthode PIC pour résoudre le système de Maxwell-Vlasov. Pour y parvenir, nous
avons décrit les principales caractéristiques de la méthode PIC, ainsi que diverses pos-
sibilités d’évolution de cette méthode. Puis, nous avons présenté plusieurs méthodes de
résolution des équations de Maxwell parmi les grandes familles de discrétisation spatiale
que sont les méthodes de différences finies, les méthodes d’éléments finis, les méthodes
de volumes finis et les méthodes Galerkin discontinues.

Après avoir décrit les critères choisis pour comparer qualitativement ces méthodes, nous
avons discuté des avantages et inconvénients de chacune. Nous concluons à présent
en mettant en avant simplement la (ou les) raison(s) principale(s) pour laquelle une
méthode nous apparâıt moins bonne dans le contexte qui nous intéressse. Ce contexte,
en résumé, concerne la résolution des équations de Maxwell couplée à une méthode PIC
dans des géométries complexes et des situations pouvant être diverses. Ainsi, la souplesse
d’une méthode, que ce soit en termes de flexibilité ou de capacité d’évolution, est essen-
tielle et nous l’avons prise en compte de manière prépondérante.

Notre revue de méthodes et de critères a confirmé la bonne réputation du schéma de Yee,
lorsqu’il est utilisé dans de bonnes conditions. C’est en revanche l’exemple type d’une
méthode peu souple, au sens que l’on vient d’évoquer. Au final, pour une géométrie
complexe contenant des détails fins, elle peut devenir moins efficace tant il faut raffiner
pour obtenir une précision acceptable.

La méthode VF de Hermeline améliore la flexibilité concernant la géométrie du domaine,
mais on perd en flexibilité concernant le maillage. En particulier, celui-ci doit avoir la
propriété d’être de Delaunay-Voronöı ce que l’on ne sait pas obtenir en général en 3D.
Elle ne permet pas non plus de monter en ordre.

Les méthodes VF ”classiques”, telles que celles utilisées par Remaki, présentent de
bonnes qualités de flexibilité, mais un des enjeux étant de pouvoir monter (arbitraire-
ment) en ordre, il est préférable de les considérer comme des méthodes GD avec p = 0,
et de choisir directement de travailler sur du GD.

L’application des EF nodaux aux équations de Maxwell pose un certain nombre de
problèmes, et bien que la méthode d’Assous ait réussi à surmonter la plupart des diffi-
cultés au fur et à mesure, elle reste confrontée au problème des coins rentrants en 3D.

Finalement, et d’un point de vue général, deux familles de discrétisation rassemblent
beaucoup de qualités en termes de montée en ordre et de souplesse qui sont les critères
essentiels de notre choix: les EF d’arête et les méthodes GD. Cependant, les qualités de
ces approximations sont différentes. Les EF d’arête sont compatibles avec les équations
de Maxwell. Avec la possibilité récente de monter en ordre en gardant cette adéquation,
on peut légitimement penser obtenir un très bon solveur de Maxwell avec ces éléments.
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Cependant, dans un contexte Maxwell-Vlasov et pour un code de calcul aux applications
complexes et variées, les inconvénients de ces EF sont déterminants: leur complexité,
la difficulté à les implémenter, le problème de la matrice de masse non diagonale, un
raffinement qui doit rester conforme (et progressif) et une parallélisation non optimale
sont autant de points qui s’ajoutent pour conclure que le temps, de développement et
de calcul, est un facteur limitatif.

Dans le cas particulier des EF de Cohen-Monk, le problème de la condensation de masse
est résolu, mais la nécessité d’utiliser des maillages hexaédraux réduit la souplesse de la
méthode.

En termes de facilité de montée en ordre, de flexibilité et de capacité d’évolution, les
méthodes GD s’avèrent donc les mieux placées. On peut notamment faire le choix de la
méthode de Sonnendrücker avec des bases nodales, construites à partir des polynômes
de Lagrange, comme on le fait dans les codes d’EF nodaux, l’assemblage global des
matrices en moins. De plus, le caractère local de ces méthodes GD facilite nettement
l’implémentation, ainsi que les questions du raffinement et de la parallélisation, ce qui
compense l’augmentation du nombre de degré de liberté (d’ailleurs, certains partisans
de GD ne voient pas le nombre plus élevé de degré de liberté comme un défaut parce
que, selon eux, tous sont utilisés pour approcher les équations, par opposition aux EF
où une contrainte de continuité est implicitement imposée). L’absence de compatibilité
géométrique ne mène pas forcément à des problèmes, comme les modes parasites. En
effet, l’ajout d’un terme de pénalisation des sauts tangentiels (qui peut s’avérer quoiqu’il
en soit nécessaire pour obtenir des résultats optimaux d’approximation) ou simplement
l’utilisation d’un flux numérique produisant une méthode dissipative suffit à éviter ces
ennuis de modes parasites. Une autre qualité de souplesse concerne une certaine liberté
de choix des flux numériques aux interfaces des mailles et des bases locales d’approxi-
mation. Ainsi, on peut tout aussi bien choisir un flux centré et conserver une énergie
électromagnétique discrète, que choisir d’avoir de la dissipation, que l’on pourrait ajus-
ter en fonction des besoins. Le choix de la base est également possible. Par simplicité,
on peut choisir une base nodale, comme indiqué précédemment, pour construire un code
GD initial. On pourra alors toujours faire le choix de bases plus particulières, comme
celle de la méthode de Ferrières ou celle à divergence nulle de Piperno, si celles-ci (ou
d’autres) s’avèrent vraiment meilleures pour un compromis précision/efficacité.

En résumé, concernant la plateforme Brennus, nous préconisons le développement d’un
code GD (sur le principe de la méthode de Sonnendrücker), favorisant les possibilités
d’évolution futures qu’offre cette technique. Les évolutions et les choix (de base et de flux
numérique) pourront notamment dépendre des applications particulières. Dans un pre-
mier temps, ces choix correspondraient simplement au choix du paramètre déterminant
le flux numérique (entre les flux centrés et complètement décentrés), et de l’ordre du
polynôme d’approximation. A moyen terme, des comparaisons avec d’autres choix de
bases, voire d’autres flux empruntés aux VF, pourront être effectuées pour étendre les
fonctionnalités de la plateforme et optimiser ses performances.
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8 Annexe: les modes parasites

8.1 Introduction

Un préalable pour obtenir des simulations fiables de particules chargées est d’avoir un
bon solveur Maxwell. Or, depuis la méthode de Yee [125] basée sur des différences fi-
nies, aucune méthode ne s’est vraiment autant imposée dès lors que l’on veut monter
en ordre sur des géométries complexes. En particulier, la méthode des EF a progressé
lentement, par opposition à son application dans d’autres champs disciplinaires, à cause
de l’observation de solutions parasites longtemps restées mal identifiées. Cette annexe
tente d’éclairer ce point, notamment grâce aux travaux d’équipes italiennes (Boffi and
co, Caorsi and co) qui ont apporté une clarification mathématique à l’une des principales
difficultés. Nous faisons également le lien avec des sujets connexes.

Le problème concerne la pollution du spectre de la solution discrète par des modes pa-
rasites, au sens de modes qui n’ont pas de signification physique.

La pollution du spectre discret correspond généralement à des valeurs propres supplé-
mentaires qui s’intercalent parmi les fréquences physiques. Leur caractère non-physique
apparâıt car les modes propres associés ne vérifient pas une des lois physiques. La pol-
lution peut également être due à une mauvaise multiplicité d’une fréquence physique
dans le cas où une valeur propre parasite se superpose à une valeur physique (autrement
dit, c’est le cas d’un mode numérique supplémentaire pour une fréquence physique).
Par ailleurs, on peut dire aussi par extension que le spectre est pollué si certaines va-
leurs propres ou certains modes propres ne peuvent pas être approchés par le schéma
numérique (dans ce cas, il est pollué par manquement plutôt que par présence parasite).

Le problème sous-jacent est évidemment le système de Maxwell en régime harmonique,
que nous discutons donc en premier. La section qui suit concerne l’implication des
conclusions obtenues sur la résolution du problème d’évolution. Ensuite, et bien que
le problème soit généralement associé aux méthodes d’EF, nous discutons cette ques-
tion pour d’autres méthodes numériques qui sont également concernées, notamment les
méthodes de GD. Enfin, nous en tirons les conséquences possibles pour le choix du
solveur Maxwell au sein d’une résolution des équations de Maxwell-Vlasov.

8.2 Difficultés pour l’analyse de la discrétisation par méthode

d’EF du problème aux valeurs propres: Maxwell harmo-
nique

Le plan proposé pour y voir plus clair est le suivant. Tout d’abord, nous décrivons les
modes parasites observés, sans tenter dans un premier temps d’apporter des éléments de
réponse. Il ne s’agit pas non plus de faire une revue exhaustive de la littérature faisant
état de tels modes parasites. Nous cherchons simplement à décrire les diverses formes
qu’ils peuvent prendre. Puis, nous présentons directement la clarification proposée par
Boffi et al [14]-[19], et Caorsi et al [27, 28] notamment, concernant le principal problème,
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longtemps sujet à polémique. Nous poursuivons en discutant des problèmes connexes qui
ont alimenté la confusion. Enfin, nous concluons cette section en résumant quelles sont
les formulations possibles.

8.2.1 Modes parasites observés

Des références classiques faisant état de tels modes parasites sont les travaux de Cendes
et Silvester [29] ou Davies et al [42]. D’autres références peuvent être trouvées dans
[22, 113, 76].

Ceux qui approchent la fréquence nulle

Un premier type de fréquences parasites consiste en des fréquences numériques censées
approcher la fréquence nulle. En effet, certaines formulations du problème continu ad-
mettent la fréquence nulle comme solution, mais pour laquelle il est possible d’avoir une
mauvaise approximation. Lorsque c’est le cas, ces fréquences parasites montent dans le
spectre, se confondant avec les vraies fréquences approchées.

Elles sont notamment observées lors de l’utilisation des EF nodaux (approximation po-
lynômiale de Lagrange) sur des maillages non structurés (voir par exemple [18]).

Les autres

D’autres fréquences parasites ont été observées, qui semblent approcher une fréquence
non nulle, mais qui n’existent pas dans le spectre discret. Eventuellement, cette fréquence
non nulle se confond avec une fréquence physique, mais le mode propre associé est faux.
Ce type de solutions parasites est particulièrement gênant car il n’y a pas un moyen
simple de les distinguer des vraies fréquences.

On peut les obtenir avec des EF nodaux sur certains maillages particuliers [18]. Notons
que l’équipe de D.Boffi a mis en évidence un exemple explicite de ces modes parasites,
pour un problème mixte qui a le même type de difficultés que les équations de Maxwell
[17].

Un troisième type de modes parasites relevés concerne les degrés de liberté supplémen-
taires dans une méthode d’EF d’ordre élevé. Ceux-ci sont de nature bien différente des
précédents, et ne rentrent pas, a priori, dans la clarification qui va suivre (en tout cas,
le lien n’est pas fait s’il existe). En revanche, ils sont peu gênants car ils correspondent
à des modes propres, seulement excités à l’ordre d’erreur du schéma d’approximation
[36, 88].

8.2.2 Clarification

Cette section est en partie la traduction de passages de l’article de Boffi et al [19] et de
celui de Caorsi et al [27].
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Considérons comme problème modèle une cavité résonante composée de matériaux ho-
mogènes éventuellement différents sans perte de charge et avec des frontières parfai-
tement conductrices. Le domaine Ω est supposé être un polyèdre borné et simplement
connexe de vecteur normal n. Nous considérons les champs électrique et magnétique res-
pectivement sous la forme Re(E exp jωt) et Re(H exp jωt) avec ω ∈ R la fréquence an-
gulaire. Le problème de Maxwell s’écrit pour des permittivité électrique ǫ et perméabilité
magnétique µ vérifiant des hypothèses appropriées:

(i) ∇×E = −jωµH dans Ω,

(ii) div(ǫE) = 0 dans Ω,

(iii) ∇×H = jωǫE dans Ω, (78)

(iv) div(µH) = 0 dans Ω,

(v) E × n = 0 sur δΩ,

(vi) H ·n = 0 sur δΩ.

Donc, nous cherchons un triplet (ω,E,H) tel que E et H ne s’annulent pas identique-
ment. Notons que la fréquence zéro, ω = 0, n’est pas solution de ce problème. Il est
classique de réduire le problème en éliminant un des deux champs. Par exemple, nous
éliminons le champ magnétique et obtenons le problème aux valeurs propres équivalent:

(i) ∇× (µ−1∇×E) = ω2ǫE dans Ω,

(ii) div(ǫE) = 0 dans Ω, (79)

(iii) E × n = 0 sur δΩ.

La formulation variationnelle de (79) consiste à trouver ω ∈ R tel qu’il existe E non nul
dans l’espace H0(rot; Ω) ∩ H(div0; Ω; ǫ) (c’est-à-dire les vecteurs de composantes dans
L2(Ω) dont le rotationnel est aussi dans L2 avec la condition aux bords imposée, et qui
vérifient la contrainte de divergence nulle) solution de

(µ−1∇×E,∇×E′) = ω2(ǫE,E′) ∀E′ ∈ H0(rot; Ω) ∩H(div0; Ω; ǫ). (80)

Grâce au fait que la forme bilinéaire au membre de gauche est symétrique, continue, et
coercive sur l’espace choisi et grâce à l’injection compacte de cet espace dans [L2(Ω)]3,
l’opérateur associé avec ce problème (80) est compact et auto-adjoint. Il s’ensuit que
le problème admet un ensemble dénombrable de valeurs propres réelles positives et que
chaque espace propre est de dimension finie. De plus, toutes les fonctions propres peuvent
être choisies réelles, de sorte que toute l’analyse peut être effectuée avec des espaces réels.
Nous observons que ω2 = 0 n’est toujours pas une valeur propre du problème (80).

Par ailleurs, nous constatons que pour ω2 6= 0, l’équation (79ii) est une conséquence de
(79i). On peut alors retirer la contrainte (79ii) et, de façon équivalente, chercher E dans
H0(rot; Ω) pour le problème (80). Cependant, de cette manière, ω2 = 0 est ajoutée au
spectre de l’opérateur; l’espace propre correspondant est de dimension infinie et cöıncide
avec les champs à rotationnel nul, c’est-à-dire les champs de gradient. La compacité de
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l’opérateur résolvant est perdue. De plus, ce nouvel espace propre n’a aucune signifi-
cation physique. En revanche, les vecteurs propres correspondant aux fréquences non
nulles restent les mêmes.

Dans une approximation par EF de (80), il y a pourtant deux bonnes raisons d’effectuer
cette manipulation, et d’écarter a posteriori les modes de fréquence nulle. Tout d’abord,
le traitement numérique de cette contrainte est difficile (voir Brezzi, Fortin notamment
[23]); ensuite, même si on y parvient, la même approche ne s’étend pas aux problèmes
stationnaires et d’évolution, rendant les comparaisons plus difficiles. Par conséquent, les
approximations par EF de problèmes de cavité résonante sont très souvent basées sur
le problème variationnel suivant: trouver ω ∈ R tel qu’il existe E non nul dans l’espace
H0(rot; Ω) vérifiant

(µ−1∇×E,∇×E′) = ω2(ǫE,E′) ∀E′ ∈ H0(rot; Ω). (81)

A ce point, nous n’avons fait que poser plus précisément le problème. Ceci dit, cela
clarifie déjà la question. En effet, les difficultés trouvent leur origine dans la perte d’une
propriété essentielle du problème initial, lors d’une simplification de la formulation. De
façon évidente, une première difficulté réside dans une bonne approximation des modes
propres associés à la fréquence nulle ajoutée. L’espace propre associé étant de dimen-
sion infinie, il n’est pas possible d’espérer le décrire entièrement. Peu importe puisqu’il
n’a pas de signification physique: ce qu’il faut, c’est que les valeurs propres numériques
qui approchent cette fréquence nulle le fassent suffisamment bien pour ne pas polluer
le reste du spectre, c’est-à-dire qu’elles soient bien séparées pour pouvoir être écartées
aisément de la solution. Comme indiqué plus haut, les EF nodaux ne fournissent pas
de bons résultats (exceptés sur des maillages particuliers). A l’opposé, les EF d’arête se
sont avérés bien se comporter pour cela.

Afin de pouvoir utiliser les EF nodaux, plus simples à mettre en œuvre, il a été pro-
posé de les utiliser sur des maillages particuliers leur permettant de bien séparer les
solutions correspondant à la fréquence nulle des autres solutions. Cependant, la perte
de compacité a des implications plus fines, et d’autres problèmes peuvent apparâıtre.
En tout cas, l’utilisation des EF ne peut plus s’appuyer sur la théorie classique pour
les opérateurs compacts (voir [9] pour les problèmes aux valeurs propres). Et en effet,
avec les EF nodaux utilisés sur des maillages particuliers permettant de bien appro-
cher la fréquence nulle, des modes parasites semblant converger vers des fréquences non
nulles (physiques ou pas) apparaissent. C’est là une conséquence insidieuse et fâcheuse
qui rend l’exploitation de résultats obtenus avec de telles méthodes sujettes à caution.
Afin d’obtenir une preuve de la convergence d’une méthode d’EF pour le problème aux
valeurs propres (81), il a donc fallu définir précisément ce que l’on entendait par modes
parasites et méthodes qui en soient dépourvues, puis trouver des conditions nécessaires
et suffisantes pour être capable de dire qu’une méthode d’EF est dépourvue ou non de
modes parasites.

Suivant la présentation de Caorsi et al dans [27], une approximation est spectralement
correcte si elle vérifie les quatre conditions suivantes: toutes les valeurs propres doivent
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pouvoir être approchées (complétude du spectre discret); il n’y a pas de valeur propre
en plus des valeurs propres physiques et zéro pour un maillage assez fin (non pollution
du spectre); tous les vecteurs propres doivent pouvoir être approchés (complétude des
espaces propres); il n’y a pas de mode propre en plus des modes physiques pour un
maillage assez fin (non pollution des espaces propres). Ce type de définition est général
et concerne tout problème spectral que l’on cherche à discrétiser, et dont l’étude de la
convergence pour les valeurs propres et les vecteurs propres est un problème évidemment
plus difficile que la convergence du problème avec source. La théorie est connue dans le
cas plus habituel où l’opérateur résolvant est compact [9]. Dans le cas où ce dernier n’est
pas compact, la théorie a également été développée dans un cadre général par Descloux,
Nassif et Rappaz [46, 47]. Malheureusement, cela n’a pas empêché la confusion de s’ins-
taller dans la communauté électromagnétique. Cette confusion est certainement née du
double problème causée par la manipulation sur la formulation variationnelle, à savoir
de bien approcher la fréquence nulle artificiellement ajoutée aux solutions du problème,
et d’obtenir une approximation spectralement correcte qui dans le cas d’un opérateur
résolvant non compact requiert plus de conditions.

En effet, cette définition d’une approximation spectralement correcte assure seulement,
pour la formulation (81), que les seules solutions non-physiques possibles sont confinées
dans un voisinage de zéro pour un maillage suffisamment fin. La seule manière de pouvoir
écarter facilement ces fréquences qui peuvent avoir zéro comme point d’accumulation,
est de demander qu’elles soient une approximation exacte de la fréquence nulle avec un
vecteur propre exactement irrotationnel (il faut que la fréquence nulle soit un point isolé
de l’union de tous les spectres discrets quelque soit la taille du maillage). Cette requête
implique d’autres conditions pour la méthode de discrétisation.

Avec cette double nécessité d’avoir une approximation spectralement correcte, ainsi que
l’isolement de la fréquence nulle dans le spectre discret, Caorsi et al ont été en mesure
de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la solution du problème (81)
soit une bonne approximation du problème (79).

Historiquement et pratiquement, les difficultés à approcher la fréquence nulle ont été
prépondérantes. Cela a conduit une partie de la communauté électromagnétique à pen-
ser qu’il suffisait d’isoler la fréquence nulle pour que la méthode d’EF soit bonne. Ainsi,
la théorie la plus courante, avant toute cette clarification, consistait à s’assurer des deux
conditions suivantes:

- tout vecteur de H0(rot) doit pouvoir être approché par une suite d’éléments de l’espace
d’approximation;
- tout vecteur de H0(rot) à rotationnel nul (les champs de gradient) doit pouvoir être
approché par une suite d’éléments à rotationnel nul de l’espace d’approximation. L’ap-
proximation d’un champ de gradient par une discrétisation sur un maillage doit être
elle-même un champ de gradient sur ce maillage.

Ceci permet en effet de bien séparer les solutions non-physiques liées à la fréquence nulle
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des vraies solutions, mais ça ne suffit pas à assurer une approximation spectralement
correcte au sens rappelé ci-dessus. En fait, une troisième condition est nécessaire pour
être assuré d’avoir une approximation spectrale correcte et sans mode parasite. Celle-ci a
été introduite selon le point de vue de l’analyse de convergence des méthodes d’EF pour
les problèmes aux valeurs propres. Cette condition supplémentaire, dite propriété de
compacité discrète et introduite par Kikuchi [78], est le châınon manquant, qui permet
de récupérer la convergence forte des suites d’approximation à partir de la convergence
faible, à l’instar du problème continu, ingrédient qui permet de compléter la théorie de
convergence du problème spectral sans modes parasites.

Avec le développement de ces théories, il a ”suffi” de s’assurer que certains EF d’arêtes
vérifiaient les différentes hypothèses, pour conclure à la convergence de la méthode d’EF
associée. De même, des contre-exemples ont permis de confirmer le mauvais comporte-
ment des EF nodaux pour cette formulation.

Différentes preuves de convergence

L’analyse mathématique a donc pu trouver son épilogue et montrer rigoureusement
pourquoi les EF d’arêtes fonctionnent bien. Finalement, plusieurs preuves de conver-
gence existent (voir l’ouvrage de Monk notamment [86] pour des références) pour des
méthodes ne donnant pas de modes parasites (dites “spurious-free”).

Suivant la discussion de Demkowicz dans [43], on peut résumer les développements sur
ce sujet de la façon suivante: à cause de l’absence d’ellipticité, le problème n’est pas
couvert par la théorie standard de la méthode des EF pour les équations elliptiques.
A la fin des années 80, Kikuchi [78] a introduit la notion de compacité discrète qui
s’avère une condition suffisante pour une analyse de convergence des valeurs propres
de Maxwell. Plus récemment, Caorsi et al [27] ont démontré que, dans un certain
sens, la compacité discrète n’était pas seulement suffisante mais aussi nécessaire pour
assurer de bonnes propriétés de convergence. En retour, Boffi [14] a lié la compa-
cité discrète avec la commutativité du diagramme de De Rham montrant, essentiel-
lement, que les deux étaient équivalents. Le diagramme de De Rham pour les quantités

continues de l’électromagnétisme est
grad rot div

H1 → H(rot) → H(div) → L2,
qui signifie qu’un élément d’un des espaces est envoyé dans l’espace qui le suit par
l’opérateur différentiel, et que le noyau de l’opérateur correspond exactement avec l’es-
pace qui précède. Par exemple, le rotationnel d’un élément de H(rot), comme le champ
électrique, est un élément de H(div), comme le champ magnétique (ce qui correspond
bien aux équations de Maxwell). L’équivalent discret de ce diagramme doit être vérifié,
ce que réalisent les EF de Nédelec X et de Raviart-Thomas Y qui font partie de la

séquence
gradh roth divh

Q → X → Y → P
où P et Q sont les espaces d’approxi-

mation classiques pour L2 et H1. Dire que les diagrammes continu et discret doivent
commuter signifie qu’à chaque niveau de la séquence, on doit avoir l’égalité si, à un
élément d’un des espaces continus, on applique successivement l’opérateur différentiel
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puis la projection sur l’espace d’approximation, ou si on projette d’abord et que l’on
applique ensuite l’opérateur différentiel discret. Par exemple, en notant πrot et πdiv les
opérateurs de projections de H(rot) dans X et de H(div) dans Y, on veut que pour
tout élément u de H(rot), on ait roth(πrot(u)) = πdiv(rot(u)).

Ces considérations mathématiques restent assez abstraites, même sans rentrer dans les
détails, et ne permettent pas forcément d’établir un lien concret avec l’utilisation pra-
tique des méthodes. Dans les sous-sections suivantes, on passe en revue des arguments
divers qui ont été proposés au cours du temps pour ces modes parasites. Cela nous per-
met de faire le point sur les croyances communes et d’apporter des éléments de réponse
plus pragmatiques que précédemment.

8.2.3 Autres explications de l’origine des modes parasites

Au cours des premières tentatives d’utiliser une méthode d’EF, plusieurs explications
ont été avancées pour tenter de clarifier ce problème des modes parasites. Nous discu-
tons des plus communes d’entre elles. Certaines sont clairement fausses, d’autres sont
pertinentes mais ne concernent qu’un seul type de modes parasites.

Argument 1 : la méthode mime certaines propriétés de l’algèbre vectorielle

A l’instar de la méthode de DF de Yee [125], il a été naturel de penser que choisir
des EF vérifiant certaines propriétés géométriques vérifiées dans le cas continu suffirait
à obtenir une bonne approximation. En particulier, les modes parasites approchant la
fréquence nulle ont été repérés car ils étaient à divergence non nulle pour des problèmes
sans charges, assurant donc leur caractère non-physique.

D’après [19], une croyance commune, maintenant reconnue comme fausse, était que les
EF d’arêtes sont bons parce qu’ils forcent implicitement la contrainte de divergence
nulle. Ce fait est notamment discuté et réfuté dans [113]. Cette croyance trouve son
origine dans le travail original de Konrad [79] qui a spéculé que les modes parasites
étaient causés par le fait de ne pas imposer explicitement le caractère solénöıdal (ie à
divergence nulle) du flux (électrique pour la formulation présentée ci-dessus). Certains
chercheurs ont alors cherché des éléments finis imposant cette non divergence du flux
[61, 122, 98]. En fait, comme expliqué précédemment, l’équation habituellement uti-
lisée (79i) implique que soit la fréquence est nulle, soit le flux est à divergence nulle,
c’est-à-dire les solutions de (79i) sont statiques ou bien ont un flux solénöıdal. Donc, la
contrainte de divergence nulle est, par construction, inscrite dans cette équation (79i),
pour toutes les solutions sauf les solutions statiques. Sun et al [113] en concluent que la
source des modes parasites doit être plutôt cherchée du côté des solutions statiques.

Pour contredire définitivement cet argument 1, Sun et al s’appuient finalement sur le fait
que des EF d’ordre élevé ont été construits. Ceux-ci n’ont pas donné lieu à des modes
parasites, tout en n’étant pas à divergence nulle. En fait, même l’EF d’arête de plus

78



bas ordre, dont les degrés de liberté sont constitués des composantes tangentielles sur
les arêtes, est à divergence nulle à l’intérieur de chaque élément, mais l’approximation
globale n’est pas à divergence nulle (c’est d’ailleurs ce qui permet de considérer la loi de
Gauss avec charge non nulle).

Si cette explication n’était donc pas satisfaisante, un courant de pensée plus général lui
est lié. En effet, les équations de Maxwell ont des propriétés géométriques dont certains
pensent qu’elles doivent être exactement respectées au niveau discret. Pour d’autres,
il n’est pas indispensable qu’elles le soient exactement, du moment qu’elles le sont de
manière approchée, de l’ordre d’erreur du schéma d’approximation. En particulier, il
se trouve que les EF d’arête ont justement de bonnes propriétés de ce point de vue.
C’est sans doute ce qui leur permet de réaliser les conditions suffisantes à une bonne
approximation des problèmes de Maxwell harmonique ou transitoire. Mais cela n’est pas
nécessaire a priori et d’autres types d’EF peuvent convenir.

Argument 2 : la méthode doit fournir une bonne approximation des champs
de gradient

Cette idée de bonne approximation d’un point de vue “géométrique” n’est pas anodine.
En effet, par exemple pour le schéma de Yee, l’approximation des dérivées est telle que
l’approximation du rotationnel de E correspond à la grille deH. C’est également le type
de propriétés que l’on a pour les extensions de schémas de DF à des ordres plus élevés,
ou des schémas de VF (voir VF de Hermeline). Dans la même logique, les EF d’arête
reproduisent au niveau discret le comportement des champs continus (diagramme de
De Rham). Enfin, une certaine compatibilité géométrique, c’est ce que l’on obtient à un
degré moindre pour les EF nodaux sur des maillages ayant une structure particulière
impliquant cette ressemblance géométrique avec les champs continus. Une conséquence
particulière de ce type de propriété des schémas discrets est justement la bonne approxi-
mation des champs de gradient, bonne au sens où ces champs de gradient correspondent
à une bonne séparation des solutions à rotationnel nul et des solutions à divergence nulle.

Par conséquent, on voit qu’un des enjeux d’une approximation ayant une certaine compa-
tibilité géométrique avec les champs continus est d’éviter les modes parasites du premier
type, ceux approchant mal la fréquence nulle. On s’aperçoit aussi que l’on peut distin-
guer des degrés différents de compatibilité. Un des avantages des EF d’arête est donc
leur très grande compatibilité avec les équations de Maxwell.

En revanche, cela n’assure pas que l’approximation soit ”spectralement correcte”, tel
que défini plus haut. En particulier, cela n’empêche pas l’apparition de modes parasites
du deuxième type.

Argument 3 : la méthode est basée sur une bonne formulation, qui tient
compte des contraintes de divergence

En marge de ceux qui pensaient que la source du problème était d’ordre numérique, il y
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avait ceux pour qui seule la formulation pouvait éviter l’obtention de modes parasites.
Tel que nous l’avons présenté précédemment, il est clair que la première origine de la dif-
ficulté est la simplification de la formulation qui permet d’éviter d’imposer la contrainte
de divergence nulle.

C’est le point de vue défendu par Jiang et al [76]. Ces derniers montrent en effet que les
équations de Maxwell, avec les conditions de compatibilité (contraintes sur la divergence)
et des conditions aux limites appropriées, forment un système bien déterminé, elliptique
en espace. Bien que le système puisse sembler sur-déterminé ayant plus d’équations que
d’inconnues, ils montrent que les contraintes de divergence nulle ne sont pas redondantes
avec les lois de Faraday et d’Ampère, et ils dérivent une formulation au second ordre
qui tient bien compte de ces contraintes.

En fait, il est clair que la formulation choisie est une clé du problème spécifique des modes
parasites pour les équations de Maxwell. Mais pas seulement: l’apparition d’ondes para-
sites est aussi un problème numérique, non forcément lié à ces équations particulières,
comme nous allons le discuter dans le paragraphe suivant.

Argument 4 : seule la discrétisation choisie est responsable des modes para-
sites

Une autre croyance était que la source des modes parasites était uniquement numérique.
On a vu que cela n’était pas tout à fait vrai: une source de modes parasites (ceux du
premier type) provient de la mauvaise approximation des solutions (champs de gradient)
associées à la fréquence nulle; or, ces solutions font bien partie des solutions du fait de
l’oubli volontaire des contraintes de divergence. On peut donc éviter ces modes parasites
en n’effectuant pas cette simplification de la formulation, et en tenant compte explici-
tement des contraintes de divergence.

En revanche, les modes parasites du deuxième type sont effectivement d’origine numérique.
De façon générale, lorsqu’une approximation n’est pas spectralement correcte, elle est
susceptible de fournir des modes numériques en plus de ceux approchant les modes phy-
siques (ou d’en manquer). On rappelle que la théorie de l’approximation des problèmes
aux valeurs propres par les EF est présentée dans [9, 46, 47].

L’exemple typique de tels modes parasites est celui des ondes de courte longueur d’onde
et basse fréquence. L’observation de la relation de dispersion du schéma est un point de
vue plus pragmatique que la théorie, qui va nous permettre de mieux comprendre ces
modes parasites. Ils apparaissent notamment lorsque la relation de dispersion du schéma
n’est pas monotone, alors que la relation exacte est monotone [119, 83]. Considérons par
exemple l’équation d’advection ∂tu + c∂xu = 0. Sa relation de dispersion est monotone
ω = ck. Si on discrétise en espace par des DF centrées sur un maillage de pas h, on ob-
tient la relation ω(kh) = c sin(kh)/h. Quand h→ 0, toute fréquence peut être approchée.
En revanche, on remarque qu’à une basse fréquence donnée correspond deux nombres
d’onde différents pour kh ∈ [0; π], l’intervalle (positif) résolu par le maillage (Figure 15).
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Fig. 15 – Relation de dispersion ωh
c

en fonction de K = kh pour l’équation d’advection
résolue par des DF centrées. En rouge (trait pointillé): problème continu; en bleu (trait
plein): problème discrétisé.

Le premier correspond à l’approximation de la solution physique, le second à une onde
parasite de courte longueur d’onde et de basse fréquence. Par exemple, quelque soit h,
la fréquence ω = 0 correspond toujours aux modes propres de nombre d’onde k = 0 et
kh = π (ie de longueur d’onde λ = 2h).

Il est connu que l’erreur de dispersion due au schéma discret peut générer des ondes
parasites [117]. On parle de pollution spectrale ou d’effet de pollution de la relation de
dispersion [71]. Dans un milieu dispersif, les ondes courtes ne se propagent pas à la bonne
vitesse, et éventuellement pas dans le bon sens! En effet, un milieu est dispersif lorsque
la vitesse de phase des ondes dépend de la longueur d’onde. Cependant, les ondes se
propagent sous la forme de paquets d’ondes qui vont à la vitesse de groupe cg = ∂ω/∂k,
qui est la vitesse de propagation de l’énergie. Pour une relation de dispersion non mono-
tone associée à un schéma discret, la vitesse de groupe des modes parasites est négative.
Donc, ces ondes parasites de courte longueur et de basse fréquence se caractérisent par
le fait qu’elles se propagent dans la direction opposée aux ondes physiques. Tout cela a
été développé par Vichnevetsky dans les années 70-80 [119].

Lorsque l’on cherche les fréquences et modes propres d’un problème harmonique, une
relation de dispersion non monotone peut conduire à l’apparition de modes supplémen-
taires. Ces modes parasites du deuxième type sont donc un phénomène intrinsèque à la
méthode numérique utilisée pour un problème continu donné.

8.2.4 Sujets connexes

Les EF d’ordre élevé

Un troisième type de modes parasites apparâıt lorsque l’on utilise des EF d’ordre élevé.
En effet, lorsque l’on augmente le nombre de degrés de liberté pour un noeud du maillage,
l’analyse en ondes planes pour un maillage régulier conduit, pour chacun de ces degrés
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de liberté, à une branche différente de la relation de dispersion [83, 36]. Ainsi, des EF
quadratiques ont deux degrés de liberté par maille. Ils ont donc deux branches ω1(k) et
ω2(k) sur l’intervalle (positif) kh ∈ [0; π]. La solution du problème discret correspondant
à une telle relation de dispersion est la somme de deux contributions correspondant à
chacune des branches. Dans [36], les contributions respectives ont été estimées, dans le
contexte de l’approximation de l’équation des ondes 1D par des EF de Lagrange avec
condensation de masse. Ils ont montré que la seconde branche correspondait à des va-
leurs propres parasites, qui sont en h−2, donc tendent vers l’infini quand on réduit la
taille h de la maille. De plus, l’amplitude de ces modes s’avèrent du même ordre de
grandeur que celui de l’erreur du schéma. Donc, seule une branche contribue réellement
à la solution.

Cependant, nous n’avons là qu’une vision limitée de ce qui se passe. Pour aller plus loin,
regardons justement la relation de dispersion pour la méthode étudiée dans [36] pour
l’équation des ondes en 1D. Elle s’écrit sous la forme générale et implicite suivante

cos(kh) =
(ωh

c
)4 − 22(ωh

c
)2 + 48

2(ωh
c

)2 + 48
. (82)

Les diverses branches solutions de cette équation en (ωh/c,kh), périodique en kh de
période 2π, sont présentées à la figure 16 sur une période kh ∈ [0; 2π]. La relation
de dispersion exacte pour l’équation des ondes est ω2 = c2k2. Elle est constituée de
deux branches correspondant aux ondes se propageant aux vitesses c et −c. La relation
de dispersion est périodique en kh, mais le maillage restreint l’intervalle de nombres
d’onde résolu par le schéma. Pour les EF quadratiques en question, l’intervalle résolu
est kh ∈ [0; 2π], et pas seulement kh ∈ [0; π]. Le raisonnement dans [36] s’appuie sur
des asymptotiques kh→ 0, donc il ne concerne que les branches de l’intervalle [0; π]. En
fait, si on cherche les contributions respectives des deux branches positives de l’intervalle
[π; 2π], on trouve que la branche supérieure (celle qui suit la branche exacte) est celle
qui contribue le plus à la solution. Toutefois, pour kh ≈ π notamment, la contribution
du terme correspondant à la branche parasite n’est plus négligeable.

En résumé, les branches excitées sont bien celles qui approchent, plus ou moins bien, la
courbe exacte ω = ck. Les deux autres branches correspondent à des ondes parasites de
faible amplitude, notamment pour kh petit. L’utilisation des EF d’ordre élevé permet
donc bien de réduire l’erreur de dispersion dans la limite des grandes longueurs d’onde,
tout en résolvant des ondes plus courtes (inférieures à 2h).

Ces conclusions corroborent celles de Thompson et Pinsky [116] et Mulder [88]. Tou-
tefois, leurs études ne soulignent pas l’existence des branches parasites. Comme pour
notre exemple, ils trouvent des relations de dispersion ayant une discontinuté en kh = π.
Cette discontinuité correspond en fait à des solutions de la relation de dispersion avec
k complexe [116]. Cela signifie que pour les fréquences ω situées dans cet intervalle,
les modes propres associés ne sont pas purement propagatifs, mais sont atténués spa-
tialement sur le maillage. C’est le même phénomène que pour les fréquences qui sont
au-dessus des deux courbes: ces fréquences ne peuvent être résolues par le maillage qui
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Fig. 16 – Relation de dispersion ωh
c

en fonction de K = kh pour l’équation des ondes
1D résolue par la méthode des EF (p = 2) avec condensation de masse. En rouge (trait
pointillé): problème continu; en bleu (trait plein): problème discrétisé. Par symétrie et
périodicité, on retrouve l’ensemble des branches à partir de celles-ci.

a un nombre d’onde de coupure à kch = 2π pour notre exemple. Donc, les ondes de
très hautes fréquences ne se propagent pas sur le maillage car elles correspondent à un
nombre d’onde complexe k = 2π + iIm(k). Comme Im(k) < 0, ces solutions sont dis-
sipées spatialement. Ce phénomène a également été étudié par Vichnevetsky [119]. Les
méthodes d’EF d’ordre élevé ont donc la propriété d’avoir des ”trous” (stopping bands)
parmi les fréquences résolues, lesquelles correspondent à des solutions dissipées spatia-
lement (notons que ce sont des ondes de longueur de l’ordre de la taille de la maille, 2h
dans notre exemple).

Concernant l’existence des branches de modes parasites, il semble qu’elle n’empêche pas
les théories évoquées précédemment de s’appliquer. En particulier, les EF d’arête d’ordre
élevé ont aussi de telles branches supplémentaires dans leur relation de dispersion. Pour-
tant, des preuves que certains EF d’arête sont des approximations spectralement cor-
rectes avec l’isolement de la fréquence nulle sont établies. Cela est certainement dû au
fait que ces théories fournissent des résultats dans la limite h→ 0.

Les coins rentrants

Au cours du temps, une autre difficulté est venu occulter le problème des modes pa-
rasites, tout en alimentant une certaine confusion. En effet, la résolution des équations
de Maxwell sur un domaine avec coins rentrants peut mener à une convergence lente ...
vers une mauvaise solution! La présence d’un coin génère un champ électromagnétique
localement intense lié à la singularité géométrique. Un des avantages des EF d’arête
est qu’ils permettent, moyennant des techniques de raffinement de maillage appro-
priées, de représenter cette singularité et d’atteindre des erreurs d’approximation rai-
sonnables. Au contraire, l’utilisation d’une approximation continue par EF nodaux
(conformes dans H1) ne convient pas: l’espace fonctionnel sur lequel est basé l’approxi-
mation n’est pas dense dans l’espace H0(rot; Ω) ∩ H(div; Ω; ǫ) dans lequel on cherche
le champ électrique, mais dense dans H1. Au contraire même, la partie manquante
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est de dimension infinie. En l’absence de coins rentrants, il n’y a pas de problème car
H0(rot; Ω) ∩H(div; Ω; ǫ) = H1.

Pour remédier à cela, plusieurs méthodes ont été proposées, discutées notamment dans
l’article récent de Ciarlet [30]. La première consiste à garder cette formulation mais en
utilisant la méthode du complément singulier [5, 20]. Une autre idée consiste à chercher
des espaces fonctionnels pour lequel on retrouve la densité de l’espace d’approximation
dans l’espace des solutions. En particulier, Costabel et Dauge [39] ont introduit des es-
paces à poids ayant des bonnes propriétés qui permettent d’obtenir une approximation
convergente en utilisant les EF nodaux.

8.2.5 Conclusion

Le problème spectral de Maxwell est obtenu lorsque l’on cherche les fréquences et modes
propres d’une cavité où les champs électrique et magnétique sont supposés harmoniques
en temps. La difficulté à satisfaire les contraintes de divergence du système de Maxwell
a conduit la plupart des gens à opter pour une formulation “réduite” semblant bien
appropriée pour obtenir une formulation variationnelle en vue d’une résolution par EF.

En effet, en tenant compte de conditions de compatibilité des conditions initiales, des
conditions aux limites et des termes sources, on peut dériver une équation au second
ordre, en éliminant un des deux champs, qui peut se passer de la contrainte de diver-
gence que doit vérifier le champ inconnu. Malheureusement, retirer cette équation a
deux conséquences: un ensemble infini de solutions, correspondant à la fréquence zéro
et des modes propres associés qui sont des champs de gradient, est ajouté aux solutions
du problème spectral; de plus, l’opérateur résolvant n’est plus compact.

Malgré cela, si on veut utiliser cette formulation “réduite”, il est indispensable de
bien approcher les champs de gradient. “Bien approcher les champs de gradient” si-
gnifie qu’il faut que la méthode ne donne, comme approximation du couple ’fréquence
nulle/champ de gradient’, que des solutions qui soient exactement à fréquence nulle.
Dans le cas contraire, les fréquences obtenues approchent plus ou moins bien zéro, et
par un mécanisme de résonance, polluent le spectre entier, de sorte qu’il n’est pas pos-
sible de distinguer facilement les fréquences physiques parmi le nuage d’approximations
de la fréquence zéro.

Il existe des méthodes d’EF qui ont cette propriété. C’est le cas de la plupart des EF
d’arête, par opposition aux EF nodaux classiques qui, eux, fournissent un exemple ty-
pique qui ne fonctionne pas. Plus précisément, le bon comportement des EF d’arête
pour des triangles en 2D et des tétraèdres en 3D a pu être confirmé (pour les 2 familles
d’éléments de Nédelec). Pour les quadrangles en revanche, seule la première famille
d’éléments de Nédelec a pu mener à une preuve de la convergence. Des contre-exemples
ont pu être construits pour la seconde famille d’éléments de Nédelec sur quadrangles
[49]. Un autre moyen d’obtenir cette bonne approximation consiste à utiliser les EF no-
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daux sur des maillages particuliers qui permette d’assurer la compatibilité géométrique
requise (toutefois, ces éléments ont d’autres problèmes: les modes parasites du deuxième
type et les coins rentrants).

Une autre solution consiste à ne pas utiliser cette manipulation réduisant la formulation
et à prendre en compte par un moyen ou par un autre les contraintes de divergence.
On peut par exemple intégrer ces contraintes dans l’espace d’approximation, mais la
construction d’EF conformes dans un tel espace est difficile. Une deuxième idée consiste
à pénaliser la formulation variationnelle par un terme symétrique incluant la divergence
du champ. Toutefois, les fréquences parasites ne disparaissent pas, elles sont simplement
translatées dans le spectre. Un paramètre devant ce terme de pénalisation peut donc
être choisi assez grand (typiquement en h−1) pour faire sortir les fréquences parasites
hors du spectre résolu par la discrétisation. Mais ceci se paie au prix d’une réduction
de la précision si le paramètre est trop grand. Une troisième possibilité enfin consiste à
imposer la contrainte de divergence en tant que deuxième équation reliée à la première
par un multiplicateur de Lagrange (méthode EF d’Assous). Ces formulations permettent
d’employer les EF nodaux pour leur résolution, en évitant les modes parasites du pre-
mier type.

Malheureusement, deux autres difficultés sont encore possibles, alors que l’on a bien pris
en compte les contraintes de divergence. La première apparâıt lorsque le domaine a des
coins rentrants. En effet, dans ce cas, les EF nodaux ne suffisent pas à décrire l’espace
des solutions, et peuvent converger vers un champ qui n’est pas solution du problème.

La deuxième est la possibilité d’avoir un schéma numérique qui résout si mal les courtes
longueurs d’onde, que la courbe de la relation de dispersion n’est pas monotone. Il en
résulte qu’aux basses fréquences correspondent deux nombres d’onde dont le second
est une onde parasite de courte longueur d’onde. Il se trouve que les EF d’arête sur
tétraèdres connus n’ont pas ce problème. En revanche, les EF nodaux pour la formula-
tion “réduite” sur un maillage particulier conduisent à de telles ondes parasites.

Il faut noter enfin que les études de dispersion concernent des maillages réguliers et que
les preuves de méthodes ”spectralement correctes et sans modes parasites” supposent
des intégrations exactes pour assembler les matrices de masse et de rigidité. Ainsi, des EF
d’arête de la première famille de Nédelec sur des héxaèdres peuvent fournir des conclu-
sions différentes, comme on le voit dans la thèse [49]: en 3D et sur maillage non régulier,
la méthode présentée dans cette référence fait état de modes parasites lorsque des points
de Gauss sont utilisés pour effectuer les intégrations numériques; ces modes parasites
disparaissent lorsque les points de Gauss-Lobatto sont choisis. De la même manière que
des EF d’arête de la deuxième famille de Nédelec sur des héxaèdres peuvent s’avérer
sans parasites grâce à l’utilisation de l’intégration numérique (voir méthode de Cohen-
Monk), l’inverse est possible et une méthode que la théorie prédit sans parasites peut
en avoir avec des intégrations numériques: une telle modification du schéma change la
relation de dispersion et il faut vérifier qu’elle reste monotone.
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En conclusion, s’il est difficile de s’assurer de l’absence de modes et d’ondes parasites
dans une simulation réaliste sur un maillage quelconque, il est nécessaire d’être conscient
de leurs sources diverses. De plus, il est possible de le savoir au moins pour des condi-
tions et hypothèses d’utilisation d’une méthode données (grâce aux théories développées
d’une part et à la relation de dispersion d’autre part). Si la méthode est bonne pour ces
conditions, le meilleur moyen est alors d’effectuer des tests numériques pour les condi-
tions plus générales, notamment de maillage, avec lesquelles on souhaite utiliser cette
méthode.

8.3 Pour le problème de Maxwell dépendant du temps

De façon générale, on conçoit bien que si on utilise un schéma qui présente des modes
parasites pour le problème spectral, il existe des données (initiales et aux bords) parti-
culières qui peuvent exciter ces modes parasites dans le problème d’évolution.

Notons tout d’abord et c’est une des raisons qui a surpris les chercheurs est qu’une
approximation par EF pour un problème source (stationnaire) peut être convergente,
mais pas forcément pour le problème aux valeurs propres correspondant [17] (d’où le
développement de théories spécifiques pour les problèmes aux valeurs propres [9, 46, 47]).

Caorsi et al [28] ont établi le lien entre le problème aux valeurs propres et le problème
harmonique correspondant, obtenu en imposant une dépendance en temps en exp(±iωt)
(pour la formulation au second ordre susceptible de poser des soucis comme expliqué
plus haut). Leur conclusion est la suivante: ”pour approcher correctement un problème
harmonique, une méthode d’EF doit être telle que, quand elle est appliquée au problème
spectral correspondant, elle confine les modes parasites à la fréquence nulle mais ne les
élimine pas.” En effet, pour la formulation en question, si l’espace d’approximation ex-
clut les modes de fréquence nulle, il ne remplit pas l’espace dans lequel on cherche le
champ électrique H0(rot), quand la taille du maillage tend vers zéro. Or, comme in-
diqué dans [19], les solutions des problèmes harmoniques ne sont pas nécessairement à
divergence nulle et peuvent avoir des composantes dans les champs à rotationnel nul,
et donc les modes correspondant à la fréquence zéro sont requis pour les représenter,
en général, bien qu’ils soient sans signification physique par eux-mêmes. De ce point de
vue, il faut donc bien que l’espace des champs de gradient soit parfaitement approché
plutôt que complètement exclu.

Récemment, Boffi et al [15] ont entrepris l’étude de convergence du problème tempo-
rel en s’appuyant sur leurs travaux concernant le problème spectral. Ils parviennent à
obtenir la preuve de la convergence pour une semi-discrétisation spatiale, sous le même
type d’hypothèses que pour le problème aux valeurs propres. De plus, ils produisent des
exemples numériques démontrant la nécessité de ces hypothèses. En particulier, l’uti-
lisation d’EF nodaux sur un maillage particulier donne lieu comme prévu à des ondes
parasites de courte longueur d’onde et basse fréquence. Nous notons par ailleurs la
preuve de convergence d’une discrétisation complète des équations de Maxwell tempo-
relles par Ciarlet et Zou [31] (schéma implicite ’backward’ en temps et éléments d’arête
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en espace), qui use implicitement des mêmes théories.

Concernant les ondes parasites dûes à une relation de dispersion non monotone (deuxième
type de modes parasites), elles sont présentes dans la solution d’évolution si la condition
initiale a un spectre de Fourier qui excite par exemple tous les nombres d’onde résolus
par le maillage. Au bout d’un temps assez long, la séparation naturelle des différentes
ondes dûes à la dispersion va les mettre en évidence, ces ondes parasites se propageant
en sens contraire. Vichnevetsky [119], décrit comment ces ondes apparaissent sur des
exemples, notamment comme des reflexions parasites au passage d’une discontinuité
(du maillage par exemple).

En revanche, les ondes non purement propagatives correspondant à un nombre d’onde
complexe (fréquences au-delà de la fréquence de coupure ou dans les ”stopping bands”
pour les EF d’ordre élevé) ne peuvent pas être mises en évidence seulement à partir de
l’évolution d’une condition initiale. Pour qu’elles apparaissent, il faut que le problème
physique excite une fréquence temporelle donnée, par exemple par une condition aux
limites ou une source. C’est ce qui se passe notamment à une discontinuité de maillage
sur laquelle arrive une onde incidente. Si cette onde a une fréquence correspondant à un
nombre d’onde complexe pour le nouveau maillage (en général on passe d’un maillage fin
à un maillage plus grossier), alors l’onde transmise ne peut se propager et est dissipée
spatialement sur quelques mailles [119]. Ce phénomène est relativement connu pour
les très hautes fréquences qui ne peuvent pas être résolues par un maillage. En fait, ce
phénomène peut également se produire pour les EF d’ordre élevé, et il est plus étonnant:
en effet, dans ce cas, on peut avoir une onde arrivant avec une fréquence ω1 dans une
”stopping band”; elle ne se propage pas sur le nouveau maillage; mais une onde avec une
fréquence ω2 > ω1 peut être en dehors de la ”stopping band” tout en étant résolue sur le
nouveau maillage grâce à l’utilisation d’une approximation d’ordre élevé; celle-ci va alors
bien se propager à travers la discontinuité (voir figure 16 de l’exemple d’EF quadratiques
discuté plus haut, ω2 correspondrait à la plus haute branche de l’intervalle [π; 2π]). Bien
sûr, il faut relativiser l’importance de ces effets numériques dans la mesure où ils ne
concernent des ondes de longueur d’onde ≈ h. Cela soulève cependant des interrogations
concernant l’effet d’un maillage non uniforme sur la propagation des ondes.

8.4 Les autres méthodes de discrétisation

Les discussions précédentes ont donc fait ressortir 4 types d’artefacts numériques, dont
vraiment deux modes parasites: les mauvaises approximations de la fréquence zéro
(modes parasites de type 1); les ondes parasites de courte longueur d’onde à basse
fréquence (modes parasites de type 2); les branches parasites pour les EF d’ordre élevé;
les ondes spatialement dissipées (ayant un nombre d’onde complexe), au-delà du plus
grand nombre d’onde que peut résoudre le maillage pour toute approximation, et dans
des intervalles de fréquence appelées ”stopping bands” pour les approximations d’ordre
élevé.

Le premier type semble rattaché à la méthode des EF et la formulation variationnelle
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utilisée. Cependant, un point de vue plus général présenté précédemment a permis de
relier ce problème à un certain degré de compatibilité géométrique requis pour bien ap-
procher le système de Maxwell. C’est une notion que l’on retrouve bien entendu pour
les autres méthodes, notamment les différences et les volumes finis. Ainsi, des méthodes
ont été construites, comme le schéma de Yee, à l’aide de grilles décalées ou de maillages
duaux, de sorte à ce que les champs discrets vérifient les contraintes de divergence.

Suivant le raisonnement de Jiang et al [76], les contraintes de divergence ne sont pas
redondantes. Donc, à partir du moment où elles ne sont pas prises en compte, toute
méthode est susceptible d’être concernée par les modes parasites. Des références sont
données dans [76].

Le deuxième type de fréquences parasites est indépendant de ces contraintes de di-
vergence. Toute méthode numérique est concernée et la possibilité d’avoir des ondes
parasites est liée à une mauvaise résolution des courtes longueurs d’onde (de l’ordre de
la maille), par exemple lorsque la relation de dispersion du problème discrétisé n’est pas
monotone.

Examinons le cas des méthodes GD. A priori elles sont susceptibles d’être confrontées
à tous les artefacts rencontrés pour les EF. En général, les méthodes de GD appliquées
aux équations de Maxwell ne tiennent pas compte des contraintes de divergence, qu’elles
laissent à l’approximation du schéma. On s’attend donc à l’apparition des modes para-
sites du premier type. Hesthaven et co [66, 121] ont étudié une méthode de Galerkin
discontinue locale (LDG) pour discrétiser les équations de Maxwell harmoniques, basée
sur les mêmes principes que la méthode GD usuelle pour les systèmes hyperboliques
(le système temporel de Maxwell sans les contraintes de divergence est un système hy-
perbolique). La bonne surprise est que leur méthode s’avère ne pas générer ces modes
parasites du premier type en 2D. Mais, ils sont bien présents en 3D. Cela vient du fait
qu’en 2D les solutions par la discrétisation LDG, de fréquence non nulle, du problème
aux valeurs propres Maxwell harmonique sont équivalentes à celles de l’approximation
LDG de l’équation de Helmholtz [66]. En 3D, deux moyens sont proposés pour éviter
les modes parasites. Le premier consiste à ajouter un terme de pénalisation sur les
sauts des composantes tangentielles des champs et des fonctions tests, qui permet de
translater les mauvaises approximations de la fréquence nulle au delà du spectre résolu.
L’approximation ainsi produite est une version discontinue qui tend vers une approxi-
mation conforme dans H(rot) quand le paramètre de pénalisation est augmenté (il est
typiquement en h−1). Le lien entre cette approximation LDG avec pénalisation et les EF
d’arête, conformes dans H(rot), est étudié en détail dans [121]. Le deuxième moyen est
de choisir un flux numérique non centré pour définir la valeur des champs aux arêtes du
maillage. Ainsi, la méthode est dissipative. Il s’avère que les modes parasites, justement,
sont dissipés [66].

Concernant les 3 autres types d’artefacts numériques, il faut regarder la relation de dis-
persion. Comme pour les EF d’ordre élevé, les méthodes GD ont plusieurs degrés de
liberté par maille et fournissent donc plusieurs branches à leur relation de dispersion.
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Cependant, des calculs effectués pour l’équation des ondes en 1D indiquent qu’il n’y a
pas de ”stopping bands”. En revanche, les ondes parasites de courte longueur et basse
fréquence sont présentes. En effet, la partie droite de la relation de dispersion peut ne
pas être monotone. En fait, la relation de dispersion est en général une équation impli-
cite (complexe si flux non centré) faisant intervenir des termes en cos2(kh) et cos(kh),
au contraire des EF qui ne donnent que du cos(kh). Pour l’équation des ondes 1D par
exemple, cela résulte en une branche supplémentaire dans chaque cadran de la rela-
tion de dispersion (branche qui peut éventuellement se confondre avec une des branches
supplémentaires dûes à l’utilisation d’une approximation d’ordre élevé). Cependant la
possible influence de ce nouveau mode parasite spécifique aux méthodes GD est modéré
pour des flux non centrés car ce mode est dissipé [69]. Avec le choix d’un flux exacte-
ment décentré du bon côté, l’expression de la relation de dispersion n’a plus de terme
en cos2(kh). En l’état de notre compréhension, ce mode parasite supplémentaire n’est
donc pas un ”problème supplémentaire”: soit un flux centré est choisi et cette branche
se confond avec une autre branche existante; soit un flux exactement décentré est choisi
et cette branche disparâıt; soit un flux partiellement décentré est choisi et dans ce cas
l’onde parasite est dissipée. Quoiqu’il en soit, une vision claire de l’ensemble est obtenue
en dérivant la relation de dispersion pour le schéma particulier et en dessinant l’en-
semble des courbes (ω,k) qui sont solutions sur l’intervalle de nombres d’onde résolus
par le maillage.

En marge de ce point de vue pratique qu’il faut appliquer à chaque méthode concernée,
des théories similaires à celles développées pour les EF, ont été établies pour prouver le
bon comportement ou non de GD pour les problèmes aux valeurs propres. Ainsi, Buffa et
al [24] ont obtenu les mêmes types de conditions pour un certain nombre de méthodes de
GD parmi les plus courantes, afin de garantir l’absence de modes parasites. La condition
dite de compacité discrète est remplacée par la condition appelée ”gap property” (qui
est une condition un peu plus forte). Pour certaines méthodes de la famille “interior
penalty” et “local” DG, les conclusions sont:
- sur tetraèdres conformes, pas de modes parasites pour les éléments nodaux et de
Nédelec de la 1ère famille;
- sur hexaèdres conformes, pas de modes parasites pour les éléments de Nédelec de la 1ère
famille, mais présence de modes parasites pour la seconde famille et pour les éléments
nodaux.
La théorie est confirmée numériquement dans le cas d’un maillage non conforme. En
revanche, toutes les méthodes ne sont pas englobées dans la théorie, par exemple celle
basée sur des éléments localement à divergence nulle [32, 25], ou encore les méthodes
avec intégration numérique des intégrales (comme la méthode GD de Ferrières basée sur
des éléments de Nédelec de la deuxième famille sur hexaèdres). Même pour les méthodes
LDG, les hypothèses n’ont été vérifiées que pour une version comportant le terme de
pénalisation des sauts tangentiels en h−1 évoqué plus haut. Donc, il n’y a pas forcément
contradiction avec l’observation de modes parasites dans [66].
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8.5 Conséquences pour le choix d’un solveur Maxwell-Vlasov

Ayant mis en évidence la possible pollution du spectre discret du problème de Maxwell
harmonique (et par conséquent la possible excitation de modes parasites pour Maxwell
temporel), nous mettons les conclusions en perspective du couplage Maxwell-Vlasov (par
une méthode PIC).

La présence de modes parasites du premier type est une caractéristique qui distingue les
solveurs de Maxwell ayant une certaine compatibilité géométrique avec ces équations,
leur permettant de satisfaire implicitement aux contraintes de divergence, des solveurs
de Maxwell n’ayant pas ces propriétés et qui laissent les contraintes de divergence à l’ap-
proximation du schéma. Dans le contexte du système de Maxwell-Vlasov résolu par une
méthode PIC, cette distinction est fortement atténuée par la (quasi-)nécessité d’effectuer
une étape de correction pour conserver la charge au cours du calcul afin de ne pas accu-
muler des erreurs sur le champ électrique et sa divergence (qui en retour contribuent aux
erreurs sur la conservation de la charge). Bien sûr, si on dispose d’un solveur de Maxwell
conservant la charge, on se donne la possibilité d’utiliser un algorithme de répartition du
courant conservant la charge. Mais ces algorithmes sont encore en développement pour
des maillages non uniformes et des fonctions d’interpolation quelconques, et la technique
de correction est préférée en général.

L’utilisation d’un solveur Maxwell, éventuellement pollué par ces modes parasites du
premier type, n’est donc pas rédhibitoire dans le contexte PIC. Simplement, l’étape de
correction est d’autant plus valable que la solution discrète est proche de la solution
exacte. On peut donc supposer qu’un solveur Maxwell ”plus compatible” a un avantage
sur les autres méthodes.

Examinons à présent le cas des modes parasites de type 2: les ondes courtes parasites
à basse fréquence sont susceptibles d’être excitées, notamment par le bruit généré par
la méthode PIC. En effet, les applications concernées en résolvant Maxwell-Vlasov im-
pliquent des conditions initiales dont le spectre de Fourier remplit tout l’intervalle de
nombres d’onde résolu par un maillage. Donc, ces ondes parasites sont naturellement
excitées par les données du problème (dû au sous-échantillonnage notamment). Mais
sans doute plus gênant encore est le fait que la méthode PIC est très bruitée avec une
forte composante hautes fréquences (spatiales: courtes longueurs d’onde). Donc, si le
solveur Maxwell en contient, la méthode PIC produira de telles ondes parasites, les-
quelles propageront en partie le bruit numérique de la méthode PIC. Toutefois, l’effet
de dispersion aura tendance à séparer plus rapidement ces ondes, celles-ci ayant une
vitesse de groupe négative, des ondes approchant les ondes physiques, ayant une vitesse
de groupe positive. Ainsi, cette situation peut paradoxalement conduire à un compor-
tement relativement favorable pour les problèmes temporels de ce point de vue.

En revanche, une fréquence temporelle excitée dans le système par une source ou une
condition aux limites (ou par la présence de discontinuités) peut conduire à l’apparition
de ces ondes parasites, source d’erreur supplémentaire, alors qu’une méthode ayant une
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relation de dispersion monotone n’exciterait qu’un seul mode d’onde, celui approchant
le mode physique. Il est donc préférable de satisfaire à cette condition de monotonie de
la relation de dispersion, laquelle s’inscrit dans le choix, plus général, d’avoir de bonnes
propriétés de dispersion sur tout l’intervalle de nombres d’onde résolu par le maillage.

Concernant les artefacts numériques dûs à l’utilisation de méthodes d’ordre élevé, nous
pouvons faire les commentaires suivants. Tout d’abord, il est important de noter que
des méthodes d’ordre élevé fournissent en effet des résultats moins dispersifs dans la
limite des grandes longueurs d’onde. La présence d’ondes numériques issues des branches
parasites de la relation de dispersion a une influence d’autant plus négligeable que kh→
0 car ces ondes sont de faible amplitude, de l’ordre d’erreur du schéma dans cette limite.
De plus, et que ce soit un point souhaité ou non, les méthodes d’ordre élevé permettent
de suivre la propagation d’ondes plus courtes sur le maillage. Dans la méthode PIC,
ces ondes courtes, de l’ordre de la maille, portent essentiellement des erreurs provenant
des sources des équations de Maxwell. Ainsi, que le solveur Maxwell soit capable de
propager ces ondes, au lieu de les dissiper spatialement, apparâıt plutôt négativement;
à moins que les étapes d’interpolation puissent être également d’ordre élevé de sorte
que l’ensemble de la description sur le maillage autorise ces courtes longueurs d’onde
de façon consistante. Pour des étapes d’interpolation de précision limitée (à l’ordre 2
en général), il aurait donc semblé meilleur de réduire la dispersion aux grands nombres
d’onde sans élargir l’intervalle de nombres d’ondes résolu par le maillage. C’est finalement
ce qui est fait, en choisissant de filtrer les ondes courtes par un moyen ou un autre. Par
ailleurs, on a vu que pour les EF, l’excitation des hautes fréquences n’impliquait pas
nécessairement la propagation d’un mode d’onde sur le maillage: il existe des bandes de
fréquences auxquelles sont associés des modes d’ondes non purement propagatifs, qui
se dissipent rapidement sur le maillage. Ainsi, même si les EF d’ordre élevé offrent la
possibilité de suivre la propagation d’ondes plus courtes sur un maillage donné, il ne
faut pas compter dessus pour une fréquence quelconque excitée dans le système. Ceci
tend donc également à justifier l’utilisation d’un filtrage des ondes les plus courtes.

Références

[1] Abe H., Sakairi N., Itatani R., Okuda H., High-order spline interpolations in the
particle simulation, J. Comput. Physics, 63, 247–267, 1986.

[2] Ainsworth M., Dispersive and dissipative behaviour of high order discontinuous
Galerkin finite element methods, J. Comput. Phys., 198, 106–130, 2004.

[3] Ainsworth M., Coyle J., Hierarchic hp-edge element families for Maxwell’s equa-
tions on hybrid quadrilateral/triangular meshes, Comp. Meth. Appl. Mech. Engng,
190, 6709–6733, 2001.

[4] Assous F., Ciarlet P., Labrunie S., Segré J., Numerical solution to the time-
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[5] Assous F., Ciarlet P., Segré J., Numerical solution to the time-dependent Maxwell
equations in two-dimensional singular domains: The singular complement method,
J. Comput. Physics, 161, 218–249, 2000.

[6] Assous F., Degond P., Heintze E., Raviart P.A., Segré J., On a finite-element Me-
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